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Il est inutile de rappeler les immenses services rendus 4 la Géométrie et A la 
Physique mathématique par le Calcul tensoriel. Nul n’ignore que la théorie 
de la Relativité générale d’Einstein n’aurait peut-étre pas vu le jour sans la 
création, par G. Ricci et T. Levi-Civita, sous le nom de “Calcul différentiel 
absolu,’”’ de cet admirable instrument de recherches. Sous sa forme originelle, 
le Calcul tensoriel est merveilleusement adapté 4 la Géométrie riemannienne et 
surtout aux Géométries 4 connexion affine qui sont nées 4 la suite du grand 
mouvement créé par la découverte de la Relativité générale. Ce mouvement 
ne s'est du reste pas arrété la, et les Géométries 4 connexion projective, conforme, 
etc., sont venues s’ajouter 4 la Géométrie riemannienne, de méme que les 
Géométries projective, conforme classiques et, d’une maniére générale, les 
différentes Géométries de Klein, étaient venues s’ajouter 4 la Géométrie d’Eu- 
clide. A ces Géométries généralisées la Calcul tensoriel classique s’adapte 
assez difficilement et les tentatives faites en vue de cette adaptation donnent 
quelquefois ]’impression d’étre artificielles et de chercher surtout 4 conserver 
4 la théorie de Ricci et Levi-Civita sa forme extérieure, dans des cas ov cela est 
peut-étre contraire 4 la nature des choses. Je voudrais montrer dans cette 
Conférence 4 quel point de vue on pourrait se placer pour édifier une théorie 
générale du Calcul tensoriel, je veux dire une théorie susceptible de s’adapter 
a l’état actuel de la Géométrie différentielle. 

Dans le Calcul tensoriel il y a trois éléments 4 envisager: 

1° la notion de tenseur; 

2° l’Algébre tensorielle; 

3° l’Analyse tensorielle. 
L’Algébre tensorielle, avec ses opérations classiques de |’addition et de la multi- 
plication, ne souléve aucune difficulté de principe. Nous porterons donc surtout 
notre attention sur la notion de tenseur et sur l’Analyse tensorielle, avec son 
opération fondamentale de la dérivation covariante. 


La Notion pE TENSEUR DANS LES GEOMETRIES AFFINES 


Placgons-nous au point de vue initial des fondateurs du Calcul différentiel 
absolu. Dans un espace rapporté 4 un systéme de coordonnées wu’, u?, --- , u" 
de nature quelconque, que nous appellerons ses coordonnées gaussiennes, un 
tenseur est un étre géométrique, mécanique, physique, etc., attaché 4 un point 





1A paper delivered at the Tercentenary Conference of Arts and Sciences at Harvard 
University, September 1936. 
1 








oe 


LO ET EEL FPS OO 








2 ELIE CARTAN 


A(u‘) de cet espace et satisfaisant 4 la condition suivante: Il est susceptible 
d’étre défini analytiquement par un certain nombre r de quantités a, dz, --+ , Gr, 
appelées ses composantes, de telle sorte que par un changement quelconque de 
coordonnées les nouvelles composantes a1, dz, --- , ar se déduisent des anciennes 
par une substitution linéaire S dont les coefficients ne font intervenir que les 
dérivées partielles du premier ordre des anciennes coordonnées par rapport aux 
nouvelles. 

Nous prendrons cette propriété comme caractéristique des tenseurs, bien que 
certains auteurs restreignent considérablement le sens de ce mot en le limitant 
aux tenseurs qui se présentent analytiquement sous certaines formes particu- 
liéres, en fait qui peuvent se déduire d’un ou de plusieurs vecteurs par les opéra- 
tions de |’Algébre tensorielle. 

On peut envisager les choses d’un autre point de vue. Tout systéme de 
coordonnées gaussiennes wu‘ permet d’attacher 4 un point A de l’espace (w*) 
un systéme ‘de coordonnées cartésiennes locales, rapportées & ce qu’on peut 
appeler un repére cartésien naturel: c’est celui par rapport auquel le point A(u‘) 
a ses coordonnées cartésiennes nulles et le point infiniment voisin (u‘ + du‘) a 
pour coordonnées cartésiennes du', du, --- ,du". Tout changement de coor- 
données gaussiennes substitue au repére cartésien naturel (R) d’origine A un 
nouveau repére cartésien naturel (2) de méme origine, et le passage des coor- 
données cartésiennes locales relatives 4 (R) aux coordonnées cartésiennes locales 
relatives 4 (R) se fait par une substitution linéaire dont les coefficients ne sont 
autres que les dérivées partielles du premier ordre des anciennes coordonnées 
gaussiennes u* par rapport aux nouvelles 7‘. Nous pouvons done énoncer de la 
maniére suivante la propriété caractéristique d’un tenseur. 


Un tenseur est un étre géométrique attaché a un point A de l’espace et susceptible 
détre défini, par rapport a tout repére cartésien (R) d'origine A, par un certain 
nombre fini r de composantes a), a2, --- , a,, de telle sorte que par le passage du 
repeére (R) a un autre repére (R) de méme origine, ces composantes subissent une 
substitution linéaire S dont les coefficients ne dépendent que de la transformation 
s qui fait passer des coordonnées cartésiennes relatives d (R) aux coordonnées 
cartésiennes relatives a (R). 


Il faut ajouter la remarque importante que la correspondance entre la trans- 
formation s et la substitution linéaire S n’est pas arbitraire, car si l’on effectue 
successivement sur les coordonnées cartésiennes locales les transformations 
s et s’, ce qui revient 4 effectuer la transformation résultante s’’ = s’s, les com- 
posantes du tenseur, qui subissent successivement les substitutions S et 8S’, 
doivent avoir subi finalement la substitution S’’ qui correspond & s’’: autrement 
dit la correspondance entre s et S est isomorphique. On peut encore dire que 
le tenseur considéré fournit une représentation linéaire du groupe linéaire et homo- 
géne général a n variables, ou, ce qui revient au méme, du sous-groupe du groupe 
affine qui laisse fixe le point origine (groupe des rotations affines). La réciproque 
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est du reste vraie: toute représentation linéaire de ce dernier groupe correspond 
a un tenseur. 

Ainsi est mis en évidence le caractére affine des tenseurs du Calcul tensoriel 
classique; cela n’a du reste rien d’extraordinaire, étant donné le caractére affine 
dans Vinfiniment petit d’un espace quelconque au point de vue de la Géométrie 
différentielle. 

Ajoutons que deux tenseurs sont de méme nature ou non suivant que les 
représentations linéaires qu’ils fournissent du groupe des rotations affines sont 
équivalentes ou non équivalentes. 

Les considérations précédentes, dans lesquelles les coordonnées gaussiennes 
sont restées & l’arriére plan, conduisent naturellement 4 se poser le probléme 
suivant. Un espace riemannien a, dans l|’infiniment petit, non seulement un 
caractére affine, mais, d’une maniére plus précise, un caractére euclidien; il est 
done naturel d’y définir des tenseurs euclidiens, qui fourniront des représen- 
tations linéaires du groupe des rotations euclidiennes autour d’un point fixe; 
analytiquement un tel tenseur attaché 4 un point A aura ses composantes 
définies par rapport 4 un repére cartésien rectangulaire d’origine A. Au lieu 
d’utiliser des repéres rectangulaires, on pourrait du reste utiliser d’autres repéres 
cartésiens, pourvu qu’ils soient tous égaux entre eux, au sens de la Géométrie 
euclidienne. Il est bien clair qu’un tenseur au sens classique, que nous appelle- 
rons un tenseur affine, est aussi un tenseur euclidien, parce que toute représen- 
tation linéaire du groupe des rotations affines est aussi une représentation 
linéaire du groupe des rotations euclidiennes, qui en est un sous-groupe, mais la 
réciproque est-elle vraie? Cette question est trés importante parce que si on 
doit y répondre par la négative, la méthode classique de traitement de la Gé- 
ométrie riemannienne, méthode fondée sur la considération des coordonnées 
gaussiennes, c’est-a-dire des repéres cartésiens locaux les plus généraux, laissera, 
semble-t-il, échapper la possibilité d’introduire des tenseurs euclidiens qui pour- 
raient avoir une grande importance dans les applications. En réalité, comme 
nous allons le voir, Ja question est un peu plus complexe. 

Qu’il y ait des tenseurs euclidiens qui ne soient pas en toute rigueur des 
tenseurs affines, cela est certain. Prenons par exemple un tenseur affine irré- 
ductible, ¢’est-a-dire tel qu’il soit impossible de trouver p < r combinaisons 
linéaires de ses r composantes a, a2, --- ,@-, qui possédent pour elles-mémes 
le caractére tensoriel; ce tenseur fournit une représentation linéaire irréductible 
du groupe des rotations affines: c’est aussi une représentation linéaire du groupe 
des rotations euclidiennes, mais cette représentation n’est pas toujours irréducti- 
ble, de sorte qu’une de ses parties irréductibles, 4 p < r composantes, fournit un 
tenseur euclidien qui n’est pas affine. Mais cela n’a pas une grande importance 
pratique; cela prouve tout simplement que certains tenseurs euclidiens exigent, 
pour étre représentés dans le Calcul tensoriel classique, un nombre surabondant 
de composantes (r au lieu de p). Les exemples abondent; citons-en un seul. 
Dans |’espace affine A quatre dimensions le bivecteur est un tenseur irréductible 
4 6 composantes (a;; ou a‘); en Géométrie euclidienne ce tenseur est réductible; 
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il se décompose en deux tenseurs représentés respectivement, en coordonnées 
rectangulaires, par les trois composantes 


ao3 + Aus, a31 + da, Qi2 + As, 


Qe3 — Ay4, a31 — Aa, Ai2 — Az. 


L’un et l’autre seront représentés obligatoirement, en coordonnées cartésiennes 
arbitraires, par six composantes, & savoir aj; + +/g a*, ou la permutation i, j, k, 
hest paire. Ce paradoxe tient au fond a ce que la représentation analytique du 
tenseur, quand on se place au point de vue classique, doit faire intervenir non 
seulement le tenseur lui-méme, mais encore le tenseur fondamental g;;, dont les 
composantes ne sont pas regardées comme des constantes. 

Mais la question n’est pas épuisée, parce qu’il existe des tenseurs euclidiens 
irréductibles qui ne peuvent pas étre regardés comme provenant de la réduction 
d’un tenseur affine. Les plus simples sont les spineurs. Dans le cas de trois 
dimensions, un spineur peut étre envisagé comme un vecteur isotrope polarisé; 
& un vecteur isotrope de composantes rectangulaires X, Y, Z, on peut en effet 
associer un systéme de deux quantités £, 7 par les formules 


X=P-y, Yout@+7), 2 = 26n; 


ces quantités sont parfaitement définies, sous la restriction qu’on peut les 
changer de signe toutes les deux 4 la fois; choisir entre les deux solutions est 
en quelque sorte orienter ou polariser le vecteur. Or par tout changement de 
coordonnées rectangulaires les quantités , 7 subissent une substitution linéaire; 
le spineur fournit done une représentation linéaire du groupe des rotations, 
représentation qui conduit au groupe linéaire unimodulaire de la forme d’Hermite 
££ + ny. Ce qui est singulier ici, c’est que cette représentation linéaire est 
bivalente: 4 une rotation correspondent deux substitutions linéaires en é, 7; 
autrement dit le groupe unitaire unimodulaire de deux variables recouvre deux 
fois le groupe des rotations de l’espace. C’est dans cette bivalence, qui a pour 
origine une propriété topologique du groupe des rotations, que réside l’impossi- 
bilité de regarder le spineur comme un tenseur affine, quelque grand que soit le 
nombre fini des composantes surabondantes par lesquelles on veuille le repré- 
senter. La raison en est la suivante. Si le spineur pouvait fournir une repré- 
sentation linéaire du groupe des rotations affines, cette représentation serait 
bivalente; elle s’étendrait du domaine réel au domaine complexe en gardant son 
caractére de bivalence; elle fournirait done en particulier une représentation 
linéaire bivalente du groupe unitaire unimodulaire de trois variables zx, y, 2; 
or cela est impossible parce que ce dernier groupe est simplement connexe, et 
qu’a ce titre il ne peut admettre que des représentations univalentes. 

En résumé nous constatons donc |’existence de tenseurs euclidiens qu’il est 
absolument impossible d’introduire dans le Calcul tensoriel classique, et nous en 
voyons la raison. C’est que, bien que le groupe des rotations euclidiennes soit un 
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groupe affine, il admet un groupe de recouvrement qui n’est pas un sous-groupe 
du groupe des rotations affines ni méme d’un groupe de recouvrement de ce 
sous-groupe. Cela ne veut pas dire que les champs de spineurs ne peuvent pas 
étre introduits en Géométrie riemannienne, mais ils le seront 4 condition d’em- 
ployer des repéres locaux tous égaux entre eux, par exemple des repéres rectangu- 
laires. Tout le monde sait du reste que! parti ont tiré de l’usage de ces repéres, 
dans les recherches théoriques de géométrie riemannienne, les fondateurs eux- 
mémes du Calcul différentiel absolu. 

Tout ce que nous venons de dire sur la Géométrie euclidienne ou riemannienne 
s’étendrait aux Géométries de Klein fondées sur un groupe affine quelconque 
et aux Géométries généralisées correspondantes (Géométrie centro-affine par 
exemple) ; le Calcul tensoriel classique, fondé sur la considération des coordonnées 
gaussiennes, s’étendrait sans difficulté, mais il pourrait y avoir des réserves 
essentielles 4 faire, tenant 4 des raisons topologiques qu’il y aurait lieu d’ex- 
aminer dans chaque cas particulier. Mais on pourrait aussi, et cette fois en 
toute sireté, utiliser des repéres locaux spécialement adaptés au groupe de la 
Géométrie considérée. 


La Norion DE TENSEUR DANS LES GEOMETRIES NON-AFFINES 


Il n’y a aucune difficulté 4 étendre la notion de tenseur aux Géométries non 
affines. Les principales sont la Géométrie projective et la Géométrie conforme, 
auxquelles s’adjoignent les Géométries 4 connexion projective et conforme. 
D’une maniére générale, dans une Géométrie de groupe transitif G, un tenseur 
attaché 4 un point A sera donné par une représentation linéaire du sous-groupe 
g de G qui laisse fixe le point A. 

D’une maniére moins abstraite, on pourra considérer un corps K de repéres (R), 
choisi une fois pour toutes, qui se déduiront tous de |’un d’entre eux par les 
opérations du groupe G; chacun d’eux sera un systéme de référence définissant 
des coordonnées locales (coordonnées relatives 4 (R)), l’origine de (R) étant par 
exemple le point dont toutes les coordonnées locales sont nulles. Avec ces 
différents systémes de coordonnées locales, les transformations du groupe G ont, 
dans leur ensemble, la méme expression analytique; de plus, qu’on soit dans un 
espace de Klein ou dans un espace généralisé, la transformation infinitésimale 
de G qui fait passer d’un repére (R) 4 un repére infiniment voisin (R’) a la méme 
expression analytique, quand on utilise les coordonnées locales relatives 4 (R), 
que celle qui fait passer des coordonnées locales relatives 4 (R’) aux coordonnées 
locales relatives 4 (R). En Géométrie projective les coordonnées locales seront 
des coordonnées projectives classiques (non-homogénes) ; en Géométrie conforme, 
on utilisera comme repéres les (n + 2)-sphéres, formés de deux sphéres de rayon 
nul, dont la premiére aura pour centre l’origine du repére, et de n sphéres ortho- 
gonales entre elles et contenant les centres des deux sphéres de rayon nul; les 
coordonnées rectangulaires ordinaires seront des cas particuliers des coor- 
données (n + 2)-sphériques non-homogénes, lorsque la seconde sphére de rayon 
nul du repére sera la sphére de l’infini. 
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Quel que soit le groupe G, il sera possible de définir deux tenseurs importants, ' 
le vecteur contrevariant et le vecteur covariant. Pour y arriver on pourra partir 
d’tn autre tenseur important, qui n’est autre que la transformation infinitésimale 
du groupe G. Pour fixer les idées, supposons qu’on ait choisi pour le groupe 
transitif G une base infinitésimale 
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les X; étant construites au moyen des coordonnées locales relatives 4 un repére 
queleonque du corps K (elles sont indépendantes de ce repére particulier). 
Nous supposerons que les r — n derniéres laissent fixe le point origine, c’est-a- 
dire engendrent le sous-groupe g; nous les désignerons par des indices grecs 
a, B, --» ; quant aux n premiéres, nous les désignerons par des indices latins 
i,j, --- Cela posé, toute transformation infinitésimale de G, attachée 4 un point 
A de l’espace, et exprimée au moyen des coordonnées locales relatives 4 un 
repére (R) d’origine A, sera de la forme a‘X; + a*X,; les a‘ et a* sont les com- 
posantes de la transformation infinitésimale rapportées au repére (R). Si l’on 
remplace (R) par un autre repére (R) de méme origine, la méme transformation 
infinitésimale changera d’expression analytique; tout se passe en effet au point 
de vue analytique, comme si elle était transformée par la transformation du 
sous-groupe g qui fait passer des premiéres coordonnées locales aux derniéres. 
Soit, pour préciser, ¢*X, la transformation infinitésimale de g qui fait passer des 
coordonnées locales initiales 4 des coordonnées locales infiniment voisines rela- 
tives 4 un repére (R). Ona les formules 


(1) 6a? 


(2) da* = cy%ea* + c,%ea", 
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Caxe*a*, 






qui donnent la variation élémentaire subie par les composantes de la transforma- 
tion infinitésimale, les Caz‘, Cx, Cxu* étant les constantes de structure de G. Ces 
formules mettent en évidence le caractére tensoriel de la transformation in- 
finitésimale. 
1 Cela posé les formules (1) montrent que les n premiéres composantes a‘ sont 
J transformées linéairement entre elles, et par conséquent constituent pour elles- 
mémes un tenseur. C’est le vecteur contrevariant, qui est en somme défini par 
la classe des transformations infinitésimales de G qui transforment le point A en un 
point infiniment voisin donné A’. 

Le vecteur covariant b; s’en déduit par la condition d’invariance de la somme 
a‘b;; ona 
(3) 6b; = — Cai*e*b;.. 
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J’ai indiqué dans un Mémoire récent? comment les choses se présentent en 





? E. Cartan, Le Calcul Tensoriel projectif (Recueil Soc. Math. Moscou 42, 1935, p. 131- 
148). Au sujet de ce mémoire, M. T. Y. Thomas m’a amicalement fait remarquer que les 
indications historiques données at début ne sont pas complétes; MM. Veblen et Thomas 
ont défini, pour tous les ordres de dérivation, les dérivées covariantes de leurs tenseurs 
projectifs. 
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Géométrie projective. En Géométrie conforme rapportée A des coordonnées 


(n + 2)-sphériques non-homogénes z', x”, --- , 2, les transformations infinitési- 
males conformes sont données par les formules 

; dol ‘ ie . 
(4) b2° = a} + apr — a, — fafr + afaziz’ [P? = D(z)’, aj = —a'], 


dans lesquelles les paramétres qui étaient désignés par a‘ sont les a}, les autres 
étant a},a?,a?. Ici les composantes aj, du vecteur contrevariant ne sont autres 
que les coordonnées (n + 2)-sphériques non-homogénes du point A’ dans lequel 
la transformation infinitésimale améne le point A. Ona 


[dai = eSai — ejat, 

dap = —e{a5, 

ba} = ea) — ejay + ejaj — ej al, 
dat = —efal + esas + efat — efat. 


Ces formules permettent de définir un certain nombre de tenseurs déduits 
d’une transformation infinitésimale conforme, soit générale, soit laissant fixe le 
point A, soit laissant fixes, en méme temps que A, toutes les directions issues de 
A. En particulier une transformation infinitésimale conforme dont tous les 
paramétres e}, ey, e? sont nuls (transformation du second ordre en A au sens de 
Lie) constitue un tenseur de méme nature qu’un vecteur covariant. 

La possibilité de définir les vecteurs contrevariants et covariants permet 
d’introduire toute la gamme des tenseurs utilisés dans le Calcul tensoriel clas- 
sique; mais ces tenseurs sont en général loin de suffire aux besoins les plus im- 
médiats; en particulier ils ne permettent pas toujours de représenter une trans- 
formation infinitésimale de G, et ces transformations infinitésimales jouent un 
réle fondamental dans la théorie des espaces généralisés correspondants. 

Il est 4 peine utile de faire remarquer que le vecteur contrevariant et le vecteur 
covariant qui viennent d’étre définis ne coincident pas, dans le cas des Géométries 
projective et conforme, avec les vecteurs de méme nom de MM. Veblen et 
Thomas, qui ont » + 1 composantes au lieu de n. Ces derniers peuvent aussi 
étre obtenus par la considération des transformations infinitésimales projectives 
et conformes; mais je ne m’arréte pas sur ces détails techniques. 


ANALYSE TENSORIELLE 


Le probléme fondamental de 1’Analyse tensorielle est la définition de la 
différentielle covariante d’un tenseur donné, ainsi que des dérivées covariantes 
de ses composantes. Rappelons d’abord comment les choses se passent dans 
l’Analyse tensorielle classique. Soit un champ de tenseurs dont les composantes 
en un point A soient a, d2,---,@,; ce sont en somme les composantes du 
tenseur rapporté au repére naturel (R) d’origine A défini par les coordonnées 
gaussiennes données. Soit A’ un point infiniment voisin de A; la différentielle 
covariante Da, de la composante a, quand on passe de A 4 A’ est la variation 
élémentaire ax — a, subie par a, en désignant par a, les composantes du tenseur 
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d’origine A’ rapporté, non pas au repére naturel attaché d ce point, mais au repére 
cartésien d’origine A’ équipollent au repére (R). En posant ensuite 


Da, = a, ; dv’, 


les coefficients a,,; sont les dérivées covariantes de a ; le champ de tenseurs 
étant donné, elles sont parfaitement déterminées en chaque point par la con- 
naissance des coordonnées gaussiennes. 

On peut dans ce qui précéde ne pas parler des coordonnées gaussiennes, mais 
simplement du repére (R) attaché 4 chaque point; le champ de tenseurs étant 
donné, les quantités a, sont des fonctions du repére (R), et les différentielles 
covariantes Da, des fonctions du repére (R) et du point A’ infiniment voisin de 
A. Quant aux dérivées covariantes a,|;, on les définira par la relation 


Day = ay); w', 


en désignant par w‘ les coordonnées cartésiennes de A’ par rapport 4 (R). Les 
ay|; sont des fonctions du repére (R), comme les ax. Remarquons que les w‘ 
sont les composantes d’un vecteur contrevariant, de sorte que les a,|; continuent 
a représenter un tenseur de méme nature que le produit du tenseur donné par 
un vecteur covariant. 

Si l’on a affaire 4 une Géométrie de Klein dont le groupe G soit un sous- 
groupe du groupe affine, ou 4 une Géométrie généralisée correspondante, on 
pourra, sous la réserve faite plus haut, continuer 4 utiliser des repéres cartésiens 
arbitraires et la théorie classique se transporte sans modification. Mais s’il 
s’agit de tenseurs qui n’ont pas de caractére affine, comme les spineurs en 
Géométrie riemannienne, on sera obligé de n’utiliser que des repéres cartésiens 
tous homologues entre eux dans le groupe G. Soit K le corps formé par ces repéres; 
il n’y aura aucune difficulté si, (R) étant un repére d’origine A appartenant au 
corps K, le repére (R’) d’origine A’ équipollent 4 R appartient aussi 4 K, ce qui 
arrive certainement si le groupe G contient comme sous-groupe le groupe des 
translations. Mais il n’en sera plus de méme dans le cas contraire. Signalons 
encore une autre difficulté qui peut se présenter dans le cas d’un espace géné- 
ralisé; il se peut que |’élément générateur de l’espace ne soit pas le point, mais 
par exemple [élément linéaire, comme pour les espaces de Finsler; dans ce cas 
on pourra bien définir la différentielle covariante d’un vecteur par exemple, mais 
il y aura des difficultés pour les dérivées covariantes, parce que la dérivation 
doit étre faite non seulement par rapport aux coordonnées de A, mais aussi par 
rapport aux quantités qui définissent la direction de |’élément linéaire issu de A. 

Existe-t-il une théorie permettant une définition tout 4 fait générale de la 
dérivation covariante des tenseurs? Elle existe en effet, mais comporte un 
certain arbitraire, plus ou moins grand suivant la nature du groupe G qui est 
& la base de la Géométrie considérée. Qu’il s’agisse d’un espace de Klein ou 
d’un espace généralisé, nous pourrons toujours appeler points les éléments 
générateurs de l’espace, que nous supposerons 4 n dimensions. Nous utiliserons 
exclusivement un corps K de repéres, tous homologues entre eux dans le groupe 
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G de la Géométrie. La difficulté est ici de définir ce qu’on entend par repéres 
équipollents d’origines infiniment voisines. Evidemment il sera souvent im- 
possible (par exemple en Géométrie projective ou conforme) de prendre ce terme 
d’équipollents dans son sens rigoureux; un repére (R) de K étant donné, il nous 
faudra par une pure convention, plus ou moins naturelle, définir une famille 
linéaire 4 n paramétres de translations infinitésimales permettant de passer du 
repére () d’origine A 4 un repére du corps K et un seul ayant pour origine un 
point A’ donné infiniment voisin de A, repére qu’on dira équipollent A(R). Ces 
translations infinitésimales “sont essentiellement relatives au repére (R). Ce 
seront par exemple celles qui, en utilisant les coordonnées locales relatives 4 (R), 
ont pour symbole e!X; + e?X_ + --- + e"X,,, les transformations infinitésimales 
X,, X2,--- , Xn étant les n premiéres de celles que nous avons déja considérées 
comme formant une base pour le groupe G. L/’arbitraire provient de ce qu’on 
peut remplacer X, par exemple par X; plus une combinaison linéaire des X.(a = 
n+1,---,7r). 

Le choix fait des translations infinitésimales, la définition de la différentielle 
covariante d’un tenseur et de ses dérivées covariantes ne présente plus aucune 
difficulté. 

Si nous revenons au groupe conforme rapporté aux coordonnées (n + 2)- 
sphériques non-homogénes z', 2, --- , 2”, il sera naturel de définir les trans- 
lations infinitésimales comme celles qui font subir 4 ces coordonnées des accrois- 
sements constants infiniment petits; la trajectoire d’une telle translation 
infinitésimale est une circonférence allant passer par le point a |’infini du repére 
conforme (cette transformation est homologue A une vraie translation). Mais il 
faut bien remarquer qu’une translation relative 4 un repére conforme cesse d’étre 
une translation si elle est envisagée par rapport 4 un autre repére conforme. 
C’est 14 l’origine du déchet subi par le Calcul différentiel absolu en se générali- 
sant, comme nous allons le voir maintenant. 

Dans le Calcul tensoriel classique en effet, les dérivées covariantes des com- 
posantes d’un tenseur constituent pour elles-mémes un nouveau tenseur (le 
tenseur dérivé). Cela revient encore 4 dire que la différentielle covariante d’un 
tenseur est un tenseur de méme nature. Cela est évident géométriquement. 
Soient (R) et (R*) deux repéres cartésiens d’origine A, soient (R’) et (R’*) les 


‘ repéres cartésiens équipollents d’origine A’. La figure formée par (R’) et (R’*) 


est égale a la figure formée par (R) et (R*); par suite le passage des coordonnées 
relatives 4 (R) aux coordonnées relatives 4 (R*) se fera par les mémes formules 
que le passage des coordonnées relatives 4 (R’) aux coordonnées relatives 4 (R’*). 
Autrement dit par le changement de repéres d’origine A, les composantes a, 
relatives 4 (R’) subissent la méme substitution linéaire que les composantes 
a, ; les quantités a, — a, ou Day forment donc un tenseur de méme nature que le 
tenseur a,. Pour qu’il en soit ainsi dans la théorie généralisée, il faut encore 
que la figure formée par (R) et (R*) soit égale A la figure formée par (R’) et (R’*), 
ce qui veut dire qu’il existe une transformation géométrique du groupe G ame- 
nant simultanément (R) en (R’) et (R*) et (R’*); mais il faut observer que cette 
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transformation géométrique ne se traduira pas analytiquement de la méme 
maniére si l’on utilise d’abord les coordonnées locales relatives 4 (R), puis les 
coordonnées locales relatives 4 (R*); en fait, comme le montre un raisonnement 
simple, il faudra et il suffira que le faisceau e‘X ; des translations infinitésimales soit 
invariant par le sous-groupe g des rotations. Dans le cas classique les translations 
infinitésimales engendrent un sous-groupe invariant du groupe affine total; il 
n’est pas nécessaire d’en demander autant pour que les caractéres essentiels de 
l’Analyse tensorielle classique soient conservés; il n’est méme pas nécessaire que 
les translations infinitésimales engendrent un groupe. La condition énoncée se 
traduit analytiquement par |’annulation des constantes de structure cai° que 
nous avons déja eu l’occasion de considérer. Elle est réalisée pour tous les espaces 
symétriques, mais aussi pour une infinité d’autres. Elle n’est pas réalisable en 
Géométrie projective ou conforme, d’une maniére générale toutes les fois que le 
groupe G admet des transformations infinitésimales du second ordre par rapport a un 
point générique. Quand la condition sera réalisée, les dérivées covariantes d’un 
tenseur quelconque conserveront le caractére tensoriel, et le tenseur dérivé sera 
de méme nature que le produit du tenseur donné par un vecteur covariant. 
Revenons maintenant aux coordonnées gaussiennes. Est-il possible de con- 
cilier la méthode générale précédente de dérivation covariante avec l’utilisation 
des coordonnées gaussiennes? Théoriquement oui, en ce sens qu’il est toujours 
possible d’associer d’une maniére intrinséque 4 chaque point A de l’espace rap- 
porté 4 des coordonnées guassiennes données un repére d’un corps donné de 
maniére a faire jouer 4 ce repére le réle de repére naturel; mais le plus souvent 
cette association sera tout 4 fait artificielle et donnera lieu 4 des complications 
de calcul rapidement inextricables. Il y a cependant des cas ov cette association 
sera simple et naturelle, c’est lorsqu’il sera possible de trouver dans le corps K 
un repére d’origine A par rapport auquel les composantes du vecteur contreva- 


riant AA’ seront les différentielles du‘ des coordonnées gaussiennes, et cela quel 
que soit le choix de ces coordonnées. C’est ce qui se passe en Géométrie projec- 
tive ot la définition d’un repére naturel est simple. II en sera ainsi toutes les 
fois que le sous-groupe g de G qui laisse fixe un point A transforme les éléments 
linéaires issus de A de la maniére la plus générale possible. Or 8. Lie a montré 
que les seuls groupes jouissant de cette propriété sont semblables au groupe affine 
général ou au groupe projectif. Le groupe conforme ne rentre pas dans cette 
catégorie. On peut méme ajouter, en ce qui concerne ce groupe, une remarque 
importante. Si le groupe conforme était un sous-groupe ou semblable 4 un 
sous-groupe du groupe projectif au méme nombre de dimensions, on pourrait, 
en excluant peut-étre certains tenseurs conformes exceptionnels analogues aux 
spineurs, utiliser les coordonnées gaussiennes en se servant de repéres projectifs, 
de méme qu’en géométrie riemannienne on utilise les coordonnées gaussiennes 
en se servant de repéres affines, mais cela n’est pas possible, car d’aprés S. Lie, 
le groupe conforme a4 n dimensions n’est semblable 4 aucun sous-groupe du groupe 
projectif au méme nombre de dimensions. La Géométrie des espaces 4 con- 
nexion conforme ne peut donc étre traitée que d’une maniére ou inadéquate, ou 
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artificiellement compliquée, au moyen des coordonnées gaussiennes, 4 moins 
naturellement de donner a la notion d’espace 4 connexion conforme un sens 
radicalement différent de celui ot nous nous sommes placé. 

Il nous reste & donner quelques indications sur la maniére de ealculer la 
différentielle covariante d’un tenseur donné. Ce qu’il y a de remarquable dans 
la conception que nous avons proposée, c’est que ce calcul est immédiat dés qu’on 
connait la loi suivant laquelle les composantes du tenseur sont transformées par 
un changement infinitésimal du repére. Prenons pour fixer les idées le vecteur 
contrevariant a‘, dont les composantes sont transformées suivant la loi déja 
indiquée: 

(1) da* = Car‘e*a*. 


Nous supposerons que nous avons choisi les n premiéres transformations in- 
finitésimales de base du groupe G comme translations infinitésimales. Cela 
posé supposons rapporté l’espace 4 un systéme de repéres d’un corps K et soient 
w' et w* les paramétres de la transformation infinitésimale qui fait passer du 
repére (R) attaché 4 A au repére (R’) attaché a A’. Ona alors tout simplement 


(5) Dat = dat — Cax‘wat ; 


le second membre est évidemment nul si l’on fait varier le repére (R) en laissant 
fixe son origine. La démonstration de la formule (5) repose sur le théoréme que 
le second membre ne change pas si, laissant fixes (R), A et A’, on modifie infini- 
ment peu le repére (R’) attaché 4 A’. Ce théoréme étant admis, si le repére 
(R’) est modifié de maniére qu’il se déduise de (R) par une translation, c’est qu’on 
aura w* = 0; la quantité Da‘ se réduit alors 4 l’accroissement élémentaire da‘ = 
(a‘)’ — a‘, qui est bien par définition la différentielle covariante de a‘. 

En posant Da‘ = a/,w", la formule (5) permet facilement, par un calcul dans 
le détail technique duquel nous n’entrerons pas, de trouver la maniére dont les 
a’; se transforment par un changement infinitésimal du repére (R), et par suite 
de former les dérivées covariantes des aj;; en général da‘; dépend non seule- 
ment des aj, mais aussi des composantes a* du tenseur initial lui-méme. Sauf 
les cas heureux, mais exceptionnels, dont nous avons parlé, c’est l'ensemble des 
quantités a, et a,|; qui constituent un tenseur, le tenseur prolongé du tenseur a 
donné. Pour un vecteur contrevariant, on trouve la formule 


(6) Da}; = da}; — Car iw*al, + Caj*w% a}, + Caj rr iw a*; 


ce n’est que si les n3(n — r) quantités ca;ex‘ sont nulles que les a/; forment un 
tenseur, qui est alors de méme nature que le produit d’un vecteur contrevariant 
et d’un vecteur covariant; le champ de vecteurs donné admet dans ce cas une 
divergence aj; , qui est un tenseur scalaire. 


APPLICATIONS 


La principale application, on pourrait presque dire la seule, qui rende indis- 
pensable une généralisation du Calcul différentiel absolu, se rapporte a la théorie 
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des espaces généralisés et spécialement 4 la condition nécessaire et suffisante 
d’application (d’identité géométrique de structure) de deux espaces de méme 
nature. Un tel espace, de groupe G, est précisément défini quand, cet espace 
étant supposé rapporté A un systéme de repéres (i) d’un corps K donné, on se 
donne les paramétres w‘, w* de la transformation infinitésimale de G qui, par 
convention (et cette convention définit l’espace*), fait passer de (R) A un repére 
infiniment voisin (R’), ou encore des coordonnées locales attachées & un point 
A aux coordonnées locales attachées 4 un point infiniment voisin A’. Dans tous 
ces espaces, il existe une courbure riemannienne, définie par une certaine trans- 
formation infinitésimale de G associée 4 tout élément superficiel de l’espace. 
Analytiquement cette courbure est définie par un tenseur qui est de méme nature 
que le produit d’une transformation infinitésimale de G par un bivecteur co- 
variant; il a done 4rn(n — 1) composantes, r étant l’ordre du groupe, n le nom- 
bre de dimensions de l’espace; certaines de ces composantes constituent le 
tenseur de torsion, produit d’un vecteur contrevariant par un bivecteur covariant. 

Cela posé, prenons un espace généralisé analytique, c’est-a-dire tel que les 
formes w' et w*, considérées comme expressions de Pfaff par rapport aux coor- 
données gaussiennes, aient leurs coefficients fonctions analytiques de ces coordon- 
nées. Soit 0 un point fixe de l’espace, (Ro) un repére du corps K d’origine 0. 
La structure géométrique de Vespace, au moins dans une région suffisamment 
petite entourant le point 0, est complétement déterminée par la connaissance des 
valeurs numériques relatives au repére (Ry) des composantes du tenseur de courbure 
et de toutes leurs dérivées covariantes successives. Pour démontrer ce théoréme 
fondamental, qui donne immédiatement les conditions nécessaires et suffisantes 
d’applicabilité, au moins locale, de deux espaces, au moyen du tenseur de cour- 
bure prolongé par dérivations covariantes successives, on peut passer par |’inter- 
médiaire des coordonnées normales relatives au repére (Ro). Pour arriver A la 
notion de coordonnées normales, imprimons au repére (Ro), dans |’espace 
généralisé donné, une infinité de translations infinitésimales successives de 
paramétres a‘dt, ot les a‘ sont des constantes données et ¢ est variable. Quand 
t varie de 0 4 +, nous obtenons une suite continue de repéres (R), celui qui 
correspond 4 ¢ = 0 n’étant autre que (Ro); l’origine de ces repéres décrit dans 
espace une courbe (C,) qui dépend des valeurs données a', a?,---,a". On 
peut obtenir une représentation de cette courbe dans un espace de Klein auxili- 
aire E, de groupe G, dans lequel on peut supposer localisés le point 0 et le repére 
(Ro) (espace de Klein tangent en 0): il suffira d’effectuer dans cet espace E sur 
le repére (Ro) les mémes translations infinitésimales que tout 4 ’heure. On a 
ainsi une représentation de l’espace donné, au moins d’une certaine région 
entourant le point 0, sur l’espace Z. On attribuera alors 4 un point A de l’espace 
donné des coordonnées normales £* qui seront les n quantités a‘t, ot les a‘ sont 
les paramétres de la ligne (C,) sur laquelle se trouve le point A et ov ¢ est la 
valeur du paramétre variable qui fixe la position de A sur (C,). 





’ Voir E. Cartan, La méthode du repére mobile, la théorie des groupes et les espaces géné- 
ralisés (Exposés de Géométrie V, Hermann, 1935). 
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Cela posé, le procédé précédent attache 4 chaque point A de l’espace un 
repére bien déterminé (R;). On aura la structure de l’espace si l’on connatt 
les formes @', @*, linéaires par rapport aux dé*, qui définissent la transformation 
infinitésimale de G qui fait passer de (R;) A (Ry,dé). Or ces formes peuvent 
étre obtenues par l’intégration d’un systéme d’équations différentielles linéaires, 
la variable indépendante étant ¢, les valeurs initiales des inconnues étant nulles 
pour t = 0, les coefficients de ces équations étant les composantes du tenseur 
de courbure de l’espace. Ces composantes sont d’autre part des fonctions 
analytiques de ¢, a', --- , a" qui peuvent étre regardées comme connues, parce que 
leurs valeurs numériques pour ¢ = 0, ainsi que celles de leurs dérivées successives 
par rapport 4 ¢, ne font intervenir, avec a’, a?, --- , a", que les valeurs numé- 
riques par rapport 4 (Ro) des composantes du tenseur de courbure et de leurs 
dérivées covariantes successives. Sz donc pour deux espaces analytiques on peut 
trouver deux repéres (Ro) et (Ro) par rapport auxquels toutes ces valeurs numériques 
sont égales chacune ad chacune, les deux espaces ont la méme structure, au moins 
dans des régions suffisamment petites entourant les origines de (Ro) et de (Ro). 

On peut ajouter deux remarques. En premier lieu, comme dans tous les 
problémes analogues, l’applicabilité de deux espaces n’exige pas qu’on vérifie 
l’égalité chacune 4 chacune de toutes les dérivées covariantes des composantes 
des tenseurs de courbure; si cette égalité est réalisée jusqu’A un certain ordre 
fini, l’applicabilité est assurée. En second lieu le choix des transformations 
infinitésimales de G destinées 4 jouer le réle de translations est indifférent, en 
ce sens que le théoréme fondamental d’applicabilité est vrai quel que soit ce 
choix. ‘ 

Dans le cas d’un espace 4 connexion conforme, les lignes (C.) se représentent 
sur l’espace conforme tangent par les circonférences issues de 0 et passant par le 
point qui joue dans le repére (Ro) le réle du point 4 l’infini. Si ce point est 
effectivement 4 l’infini, les coordonnées normales sont, dans la représentation 
sur l’espace conforme tangent, les coordonnées rectangulaires ordinaires. 


Paris (FRANCE). 
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INTRODUCTION 


1. In the general combinatory theory! the topology of closed sets of arbitrary 
dimension has reached an entirely new stage, and at the present time there 
remain only a few parts of general topology as yet not brought within the scope 
of combinatory methods.? Despite the close connection there exists a funda- 
mental difference between the combinatorial and general parts of topology, 
which manifests itself in the complete absence of elements of a set of a simplicial 
or cellular character, with the exception of the 0-dimensional (points). The 
possibility of applying combinatory methods in general topology is based 
entirely on approximation of sets by complexes and cycles, and this also explains 
the character of the results, which express chiefly properties of a set in the large. 
The combinatory invariants of complexes are properties in the large, and as 
such they have been extended to sets by means of approximation. At the 
same time scarcely any progress has been made in our knowledge of local or 
infinitesimal properties of sets, or in other words of their properties in a point. 


The existence of such properties depending on the main invariants of a set in 
the large, which may also be said to be properties in a point of integral origin,’* 
was established in some recent papers of mine. In continuation of my work 
on this problem I intend to give in this paper some new results of a general 
nature. 


2. The most regular ‘and distinct parts of an arbitrary r-dimensional closed 
set E in a Euclidean n-dimensional space R” are the r-dimensional nuclei of the 
set. These are such r-dimensional parts of EZ which are (irreducibly) linked 
with an (n — r — 1)-cycle rel. a spherical neighbourhood of the space. Their 





1 Developed by P. Alexandroff, E. Cech, Lefschetz and others. 

2 One could mention the part of topology dealing with ideal elements (in the sense of 
Lefschetz). 

’ In geometry (and not only in geometry) the local validity or extension of properties 
given in the large is usually so obvious that one hardly refers to it; for instance, each point 
of an element (simplex) lies on an arbitrarily small element etc. It seems to me essential 
to make a clear distinction between properties in a point of local and of integral (or global) 
origin. One well known result could be interpreted in the latter sense—namely, Lebesgue’s 
Fundamental Lemma (Pflastersatz), which expresses in a point of property of the set as a 
whole (equivalent to its dimension). 

‘ All notions in this paper such as nuclei, linkages, dissections etc., are understood 
relative to some spherical neighbourhoods. 
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existence in any closed set was proved by Alexandroff, and they are also necessa- 
rily Cantor manifolds. We may call them also general manifolds in a set. 

In a recent paper® I proved that it is impossible to dissect a nucleus F whose 
geometrical dimension mod 2 (in the sense of Alexandroff) is = r by an (r — 1)- 
dimensional set without dissecting an arbitrarily small r-dimensional nucleus 
on F. This result can be interpreted as a local extension of the generalised 
Phragmén-Brouwer theorem. 

Let E be a quite arbitrary closed set in R". We denote by Nj; the system 
of all r-dimensional nuclei in E whose diameters are < 6. From the local 
extension of the Phragmén-Brouwer theorem it follows that it is impossible to 
separate all pairs of distinct closed subsets of E without meeting arbitrarily small 
nuclei on E. We define this property of Nj as its (at least) 1-dimensional 
connectivity with respect to E. A further and better expression of the same 
result we get by considering the points of EF which are limit points of decreasing 
and convergent sequences of r-dimensional manifolds. We call such points 
r-dimensional manifold points of FE and denote by ©” the set of all such points. 
In the paper already mentioned we proved that ©’ is at least a 1-dimensional 
set on EF. 

In this paper we intend to show that the system Nj of all manifolds on EF 
has a higher connectivity with respect to HE. Correspondingly we shall see 
that the set ©’ of all r-dimensional manifold points has a higher dimension. 

The definitions of connectivities and dimensions involved in this problem 
are stated in §I. It is necessary to distinguish clearly between two different 
ways of defining these connectivities and dimensions, in accordance with two 
different possible ways of dissecting a given set E. In both cases we get quite 
new results of an infinitesimal nature, but in this paper we shall deal with one 
of the two cases only, namely with homogeneous connectivities and dimen- 
sions (§I). 

More generally we can consider (for arbitrarily small values 5) the systems 

sy N53’, -:+,N%,--+,N$ of all 6-manifolds of all possible dimensions, 
r,r—1,-+++,h, --+,0. While Nj is the system of all r-dimensional manifolds 
of Z linked with (n — r — 1)-cycles, N% represents the system of all h-dimen- 
sional manifolds on E linked with (n — h — 1)-cycles, Nj the system of all 
“surfaces” linked with (n — 3)-cycles, Nj the system of all “curves” linked 
with (n — 2)-cycles and N§ the system of all points of Z. We shall prove that 
all systems N* on a closed set E have the homogeneous connectivity = r. Again, 
if we consider the sets ®", 6-1, --- , b*,--- , Sof allr,r —1,---,h,---,0- 
dimensional manifold points, we shall show that all these sets are of (homogeneous) 
dimension r. For N§ and © we have the obvious relation N§ = ® = E, and 
in this trivial case our results state the usual r-dimensionality of E. 





* The nuclei possess much finer topological properties than the Cantor manifolds, and 
they can also be directly defined. As an example of nuclei we may mention the closed or 
regular surfaces of arbitrary dimension. 

* Proc. Camb. Phil. Soc. Vol. XXXI, 1935. The proof is essentially the same in the case 
of Brouwer dimensions. 
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3. The solution of our problems depends largely on an extension of the prin- 
ciple of dual correspondence of algebraic cycles and sets. It depends on certain 
inductive systems of linkages of consecutive dimensions in dual correspondence 
with repeated dissections of a set. We shall indicate here quite briefly what we 
mean by this. ' 

Let A’ be an r-dimensional set and A’ = !A’ + A‘) + 2A?’ its dissection 
by a set A‘-» of the dimension (r — 1) at most. The dissection of a given set 
A’ means that we have to construct A‘’-» so as to get two separate parts 'A’ 
and 2A’. 

Under expansion of A‘"-» we understand an operation contrary to a dissection, 
namely a construction (or selection) of two sets !A" and 2A’ for a given A‘t-» 
so as to have A’ dissected by A‘. 

Corresponding operations can be defined for cycles. Let I’ be an algebraic 
r-cycle and let I” be dissected by a cycle I’! into two complexes 'C’ and °C’, 
rr = 1C" + °C’ so that 'C* — [and —*C’ > I". If I’ is given and we 
construct 1C’ and °C” so as to get I'’, we have an expansion of the cycle ['7—. 

The solution of our problems involves a system of consecutive expansions 
of a cycle in locally invariant dual correspondence with consecutive dissections 
| of a set, and conversely a system of repeated dissections of a cycle in locally 
f invariant dual correspondence with a system of consecutive expansions of a set. 
| In §IV we shall obtain a system of joint consecutive cycles which we call funda- 
mental, and which are particularly important for the solution. 

In the continuation of this paper we shall prove various other results partly 
by the same methods. We shall extend this theory for the general case of 
non-homogeneous dimensions and connectivities of the sets 6’ and the systems 
Nj. We have already mentioned the Pflastersatz as a result of an infinitesimal 
nature, and we shall see that this theorem is not an-isolated result, but forms 
merely one particular case in a family of Pflastersitze. 

In conclusion I might mention that the sets @* are far removed from the 
topologically unsatisfactory conditions of non-closed sets: the points of &* 
represent merely the points of particular regularities of a closed set (indicating 
convergence of decreasing general manifolds). In general it seems to me that 
an arbitrary closed set, despite its amorphous appearance, possesses many 
pregnant properties which remind us of a Riemann surface of great structural 
complexity. 




































I. NucLter AND MANIFOLD PoINtTs oF A SET 


1. Infinite cycles. Let C* = 0, c?x, = cx’, be an r-dimensional algebraic 
chain with integer coefficients whose elements are. (positively or negatively) 
oriented simplices. If we reduce the coefficients in the linear form representing 







C* modulo m (= 0, 2, 3, --- ) we get a complex mod m. The boundary C’ of C’ 
is the chain c?£;, (mod m) where the £;’s are the boundaries mod m of the sim- 
| plices x}. C7 is called a cycle mod m if C™ = 0 mod m. 






Let G be a domain in R*. If a cycle z’ is a boundary mod m of a complex 
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C+! in G we write C"t! — z" in G. If this is the case we say 2” is homologous to 
0 in G and write 2” ~ 0; otherwise we write z ~ 0 in G. A cycle (mod m) 2’ 
is called a zero divisor if 2” ~ 0 in G, but if fora suitable integer t(>1), tz” ~ 0 in 
G.? Two cycles z’ and !z" are said to be homologous to each other if their differ- 
ence is ~ 0. 

Let E be a closed set in R*. If all vertices of a chain C’ lie in E we say C’ 
isachainin E, Cr’ is called a 6-chain in E (6 being an arbitrarily small positive 
value) if the diameter of the largest simplex of C’ is = 6 at most. A cycle 2’ 
(mod m) is said to be e-homologous to 0 in E if an echain C’*' in E£ satisfies 
the relation C**! > z". In sucha case we say 2’ bounds in E and we write also 
2 ~, Oin E. 

An infinite cycle 


Z= (25, 23, °° 2k °°) 


in E is a sequence of 6,-cycles mod m, where the moduli vary with k and 6, — 0 
fork—> ©. Z'is~ Oin Eif z, ~.0in E where « — 0 fork o. 

An infinite cycle 1Z* = ('2, 123, --- , 12, --+ ) we call a confined partial cycle 
of Z’ if all elements of 1Z" belong to Z". If Z" ~ 0 in E and no confinal partial 
cycle of Z’ is ~ 0 in E we say Z’ is totally non- homologous 0 in E£. 

A Carrier of an infinite cycle Z’ is a closed set containing all the vertices 
of all cycles z;. In particular the sum of these vertices and their limit points 
forms a Carrier of Z’. 

An immediate extension of the above definitions are cycles, infinite cycles, 
homologies ete., in the relative sense (Lefschetz). Let HE and S be two arbitrary 
closed sets in R. A 6-chain C’ mod min E£ is said to be a cycle rel S if its bound- 
ary C’ (mod m) is a é-chain in S. From this definition the meaning of all 
definitions rel S follows at once. In this paper all notions are understood in the 
relative sense. 


2. Nuclei of a closed set (general manifolds). Alexandroff’s results on the 
dimensions and structure of closed sets in the large,’ which we state below, 
form the starting point of our theory. 

Brouwer and geometrical dimensions. Let dim E be the dimension of E in 
Brouwer’s sense. Let AE = r be the largest integer such that EF contains an 
(r — 1)-dimensional infinite cycle Z*—! totally ~ 0 in one of its Traeger but ~ 0 
in E. AE = 0 means that E contains no cycles Z* ~ 0 for anyh 2 0. If 
such a cycle exists for arbitrarily large h, AE = ©. As shown by Alexandroff, 
AE = dim £. 

Let F be an r-dimensional set lying in R” and 2"-*! an (n — r — 1)-cycle 
mod 0inR" — F. Wesay F and z*-* are linked together if z"-"- ~ 0 in R" — F 
while for any proper subset F’ of F, z"-*-! ~ 0 in R* — F’. 





7 In this paper we can use the sign ~ for ~ also in the case mod 0. In Alexandroff’s 
notations a zero divisor is ~ 0 while Z* ~ 0 means that Z" bounds an (r + 1)-complex. 
§ P. Alexandroff, Dimensionstheorie, Math. Annalen 106, 1932 (p. 161-238). 
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Particularly important for us is the relative case. We say F and z*-"" are 
linked together in the spherical neighbourhood U of R* if z2~-*-' ~ 0in U — F 
and for any proper subset F’ of F, z"-"-! ~ Oin U — F’. 

If Z is an arbitrary closed set in R” we shall call a subset F of E an r-dimen- 
sional nucleus? or general manifold of E if F is linked with an (n — r — 1)-cycle 
zn—-r—1 in R* or in U. 

The importance of this notion arises from the fact (proved by Alexandroff) 
that any r-dimensional closed set E in R” contains an r-dimensional nucleus F, 
which is also necessarily a Cantor Manifold. This theorem enables us to reduce 
the problem of the infinitesimal structure of a set to the problem of the infinites- 
imal structure of its nuclei. Jt is based on the generalised Phragmén-Brouwer 
theorem which Alexandroff also proved. We shall apply this theorem in its 
more general, relative form: 

Let E be a closed set in a spherical neighbourhood U bounded by a sphere S. 
Let E = E' + E” be a dissection of E into two parts E’ and E”. If 2--** isa 
cycle ~ 0in U — E but ~ Oin U — E’ andin U — E” then there exists a cycle 
Z rel U totally ~ 0 in E’E” and bounding in E’ and E" rel U. 

It can easily be seen that in the case that H = F is an r-dimensional nucleus, 
all conditions of the Phragmén-Brouwer theorem are satisfied and it follows 
that for any dissection of F = F’ + F” there is a cycle Z totally ~ 0 in F’F” 
and ~ 0 in F’ and F”’. In this case we can also assume Z = Z*! to be r — 1- 
dimensional. 





3. Homogeneous dimensions and connectivities. Let A be an arbitrary 
closed h-dimensional (h = 0) set. An arbitrary (not necessarily closed) set ® 
we define as homogeneously j-dimensional (hom dim # = j) with respect to (or 
relative to) A if 7 is the smallest number for which any two disjoint closed subsets 
of A (i.e., closed subsets without common points) A’ and A” can be separated 
on A by an at most (h — 1)-dimensional cut B such that &B is homogeneously at 
most (7 — 1)-dimensional with respect to B. ® is homogeneously —1-dimen- 
sional with respect to A if A is empty. 

This definition holds” for any pair of sets and A unless A is a single isolated 
point: in such a case ® has a homogeneous dimension 0 with respect to A if A 
is a point of 6 and —1 otherwise. 

If in the above definition we consider arbitrary separating sets B of a dimen- 
sion < h instead of a dimension S h — 1 we call the dimensions of ® non- 
homogeneous (with respect to A). If @ C A we get in the non-homogeneous 









* This definition of a nucleus is formally different from the definition of a Kernmenge by 
Alexandroff, but follows easily from his results. 

In the definition of homogeneous dimensions of a set relative a given set different 
variations are possible. We have chosen a particularly simple form in accordance with 
our definite topological purpose. It may be noted that this definition recalls the original 
Brouwer definition of dimensions (given in 1911), if extended in homogeneous form for the 
relative case. 
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ease a well-known invariant (dimension) of ® itself. In the case of @ = A 
the homogeneous (and non-homogeneous) dimension relative to A is = dim A. 

Let (Nz) now be a system of closed sets whose diameters are < 6 (6 arbitrarily 
small). The sum N; of all sets in (Nj) forms apparently a locallycompact 
space. If we add to the definition of homogeneous (and non-homogeneous) 
dimensions of a set ® relative to a closed set A the condition that all pairs of sets 
A’ and A” involved shall have a distance p(A’, A’’) = 6 and assume ® = N; we 
get a certain invariant of the space N; relative to A which we call homogeneous 
(or non-homogeneous) connectivity of the space N; with respect to A. 


4. 5-Manifold space and manifold points of a set. 

Let E be an arbitrary r-dimensional closed set in R". We consider the system 
of all h-dimensional 6-manifolds in E i.e., the system of all r-dimensional general 
manifolds whose diameters are S 6. A point P of E lying on an h-dimensional 
6-manifold is called an r-dimensional 6-manifold point of E. The set of all 
h-dimensional 6-manifold points of F forms a locally compact topological space 
which we call a 5-manifold space and denote by N3. For each point P of N’ 
we can define a largest number h = h, such that P is an h,-dimensional 6- 
manifold point. The number h,, we call the critical or major dimension of the 
point P with respect to the spaces N4. 

Let P be the limit point of a decreasing sequence of h-dimensional manifolds 
of the set E whose diameters tend to 0. We call P an h-dimensional concentric 
manifold point. The set of all h-dimensional concentric manifold points we 
denote by ®*. The largest value h = h» such that P is an h,,-dimensional 
manifold point we call the critical or major dimension of the point P (with respect 
to the sets ®”). . 

Now let 61, 62, -°+:,6m,-°** be a decreasing sequence of arbitrarily small 
positive values tending to0. Let N3,,N},,-°--,N%,,,°°* be the correspond- 
ing manifold spaces. From our definitions it follows immediately that: 

If the set ® of h-dimensional concentric manifold points is j-dimensional with 
respect to E (in the homogeneous or non-homogeneous case) all spaces N},, (m = 
1, 2, +++) have necessarily (homogeneous or non-homogeneous) connectivity j with 
respect to E. 

Particularly interesting are sets of points on E which are simultaneously 
manifold points of different dimensions h;, hz, ---,hz,°-- (A Sk Sr). We 
denote these systems by 6***"#""""**, Thus 6"? ***'” is the set of points on E 
lying simultaneously on arbitrarily small and decreasing 1, 2, --- , r dimensional 
manifolds. We shall deal with these systems in the continuation of this paper." 

Let E = 12, + B, + 2K; be a dissection of the set E into two proper parts 
‘FE, and *E,; by an (r — 1)-dimensional cut B. If each of the manifolds ft, f2, 
‘++, fh, +++ defining an h-dimensional manifold point P is dissected by B, into 
two proper parts, we call P a Risspunkt of the Ist orderon EZ. If E = 'E: + By 





1 We shall show that ¢”**’*'” has the homogeneous dimension r with respect to F. 
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4+ 2H is a dissection of E by an r — 1-dimensional cut Bz such that all the sets 
1B E,, 1EYE2, *EYE,, *E,E, are not empty and each of the manifolds f :. 

hss f*, +++ contains points of all these sets we call P a Risspunkt of the 2nd 
order, and so on up to the order r._ In this paper all manifold points considered 
are Risspunkte of the first order.” 









Il. DissEcTIONS AND EXPANSIONS OF SETS AND CycLEs IN DUAL 
CORRESPONDENCE 











1. In the first section of this paragraph we shall consider the problem of the 
intersection of arbitrary closed sets and complexes of dual dimension, and shall 
apply the results to obtain a new form of the generalised Phragmén-Brouwer 
theorem. The latter will enable us to construct an inductive system of linkages 
between r-fold expanded cycles and r-fold dissected sets, which is fundamental 
for our theory. 

Lemma T. Let A” be an arbitrary p-dimensional closed set in R" and 2™-?— 
an (n — p — 1)-cycle x O0inU — A?. There exists a sequence of chains 


° Qr? a2? inU (r =1,2,---) 












such that 


nei tt 


dim lim Q?-?A? = 0. 


yo 











Since A” is p-dimensional, there exists for any positive 6 and for each »y = 
1, 2, --- a finite system of closed subsets of A?: 


{ Bie") a BY?-)) | | a oe a. vt es ioe 






such that 

(i) dim BY?~”” < p — 1 for each i and each p 

(ii) each pair of points P;, P2 with d(Pi, Ps) > 6/3” can be separated on 
A” by aset B'\?—"” of the corresponding system {B‘?~””}. We can also assume 
the diameter of each set B‘?~’” (for each v) to be S 5/3’, though this is not 
essential. 

For each v we form the set 











ky 
B= 3 By 
i=1 





which is a closed set with dim B, < p — 1, and consider the sequence 1 
B,, Bz, °--,B,,°*°. a 


Let Q"-? be an arbitrary chain in U such that Q*-? — 2-7" in U. We note 
that the dimension of the intersection Q”-?A? can in general attain the magni- 
tude of the smaller of the two numbers p, n — p. Since B; is (p — 1)-dimen- 
sional at most, we can for an arbitrarily small positive « define an «-modifica- 












ee 





12 The study of the Risspunkte of higher orders seems to lead to different deeper problems 
of an infinitesimal nature. 
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tion® of the chain Q"~? into a chain Q}” — z"-?" and not meeting B,. Let d, 
be the distance d(Q{”, B,). Let « be a positive number < « and < 3d,. 
We note that the chain Q{~? will in general meet the set B,. Since dim B. < 
p — 1, we can define an «-modification of the chain Q{~” into a chain Q}-? > 
z"-?-1 in U and not meeting Bz. By dz we denote the distance d(Q}~”, Bz). 
We now define a positive number « < (1/3")d, and < (1/3*)d2, and proceed 
with our construction on the same lines. 

For a given ¢, < ¢1 and < (1/3"")d,, < (1/3")d, ---, < (1/3"")d,_, 
we define an ¢,-modification of the chain Q?_? into a chain Q"-? > z™-?— in U 
and not meeting the set B,. For a given vy and each k, 1 < k S » we get the 
relations 


d(Q)”, Br) = dk (k = v) 
and 
y—l1 y-—1 
d(Qr’, Bi) >a — Den za— DY 3d (k < v). 
i=k i=k 


We carry out our construction ad infinitum and consider the limit set of the 
sequence of chain {Q?~?},_19...: 
T = lim {Q?-*}. 


For y— and any k we get from the above inequality 
' A(T, By) = 4d 


with d. = (Qf~?, Bx). This proves that 7 >>°_, B, is empty. We can there- 
fore for an arbitrary pair of points P:, P2 of T with d(P;, P2) > 6/3”. (v suf- 
ficiently large) define a set B‘’~'” separating P; and P: and not meeting T.™ 
Thus we have proved that 7 is a 0-dimensional closed set. The chains Q}~? — 
z”-P-1in U (v = 1, 2, --- ) satisfy the conditions of our lemma. 


We may mention here that lemma T is the simplest case of the following 
general result on intersections of complexes and sets of arbitrary dimension, 
which I shall prove on another occasion :% 

Let A” be an arbitrary closed set and K* a q-dimensional chain (p + q 2 nin 
R").® There exists a sequence of chains K% such that for any sequence of positive 
numbers ¢, > 0 K{ is an e-modification of K*%, K¢ is an ¢,-modification of K%_,, and 

dim Lim Kf A? Sx2+q-N. 


yo 





8 In the sense of Alexandroff, Math. Annalen 106. See also §III of this paper. 
* As already mentioned, we can assume Bip-1) ” to have an arbitrarily small diameter. 


Since Bip-1)» dissects A”, we can also construct a neighbourhood V in R* containing one 
of the points P;, P:, with a boundary meeting A? in the set B’?—!)” only. 


** In connection with the solution of some problems by P. Alexandroff. 
1° In the case of p+ p < n the corresponding result is well known, and we get the usual 
«-modification of K%, such that dim K?7A? = —1. 
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In particular when z¢-! ~ 0 in U — A? and K*— zt" in U we get 
0 < dim Lim Kf A? Sp+q-n. 
von 


2. From Lemma T we obtain the following corollary, which is essential for 
our further constructions. 


Let A” be an arbitrary closed set in U(p > 0)," and z"-?" a cycle ~ 0 in 
U — A”. There exist two chains 'Q"-? and ?Q"-?, 


‘Or-» as gn—p-l in U, {QP — gn—p-l in iy 


not intersecting on A?(}Q"-??Q"-?As = 0). 

We consider again the sequence of chains Q?~” — z"-?- constructed above. 
In general the chains Q?~ will meet the set 7. Since T' is 0-dimensional, we 
can define an e’-modification of the chain Q{-”? into a chain 'Q]-? — z"-?-! not 
meeting T. By d’ we denote the distance d('Q{-”, T). Since T is the limit 
set of the sequence {Q?~”}, we can define a sufficiently large vy = vp such that all 
sets QP,” A”, Qi", A®, --: lie within the distance 3 d’ from T. The chains 
QQ, ?, Qa, +++ cannot meet the chain 'Q{~” ina point of A?. Thus the chains 
Qt” = 1Q"~? and Q?-” = °*Q"-? fulfill the conditions of the corollary. 


It is also obvious that we can construct an arbitrary and even an infinite 
number of chains Q"-? — z"-?-! in U, no two of which intersect on A”. 

From the above corollary we get at once a new form of the generalised Pragmén- 
Brouwer Theorem for the case of cycles and sets of dual dimension.” 


Let A” be an arbitrary p-dimensional closed set, and z"-”-! a cycle (mod 0) ~ 0 
inU — A”. There exists always a dissection 


1Ar 4 B+ 2AP 


and an infinite cycle Z?-! = 227*, zB7*, +++, 2R7 


and ~ 0 in '!A” and in ?A?. 

According to the theorem proved above, there exist two chains !Q"-? — 2”-?-1 
and ?Q"-» — z"-»-1 in U not intersecting on A”. Since the sets 1Q"-?A? and 
*Q"-?A” have no common points, we can separate them on A?” by a cut B of A?. 
It is clear that the chains 'Q"-? and *Q"~? satisfy the conditions of the generalised 
Phragmén-Brouwer Theorem (in the sense of Alexandroff), and this proves our 
assertion. 


*, +++ (mod m,) totally ~ 0 in B 





17 It is obvious that the above result does not hold for p = 0. In general it may be 
noted that the proofs of the main results of this paper do not hold for 0-dimensional sets, 
in which case the results become trivial. 

8 In Alexandroff’s generalisation of the Phragmén-Brouwer theorem the existence of 
two chains 'Q and ?Q not intersecting on A? is assumed. Under this condition the value 
p + q fora given set A” and a cycle 27“! x 0 in U — A?” can be arbitrary. 
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3. Let F = Br be an arbitrary r-dimensional set in the spherical neighbour- 
hood U of R* (bounded by a sphere S*“'), and s"-*! an arbitrary (n — r — 1)- 
cycle (mod 0) ~ Oin U — F. Let us assume that the set ®” of all r-dimensional 
manifold points of F has an homogeneous dimension < r (hom dim #* < r). 

As shown above (corollary to Lemma T) we can construct two chains in U 


lx_r-' > grt, —2K nr _, gn-r-l 
such that the sets 
1 (n—r) —_ F Ker, 2 (n-r) —_ F 2-6 
have no common points. By s"-* we denote the cycle ‘K"™-" + 2K". 


Let B*-! be a closed set on F (dim B™ S r — 1) separating 'H'"-") and 
2E(--”) on F and dividing F into two parts, 


F _ 1Br + Bu + ow 
1Ay(n—-r) = IP, 2 (n-r) = °F. 
As hom dim #* < r, we can assume that hom dim #’B™" is < r — 1 rel B™"!. 


Since s"~*—! is linked with F in U, there exists’® an r-dimensional infinite cycle 
(with a variable modulus) 
Z” = 23,235 °°* » Sky °°? (mod mx) 
in F rel S*. Let each z; be dissected into two chains” 
ze ='C, + Ci, 
where 
Closet, Cpa 
and 


mae. gti he, pee 
Zz = 21 » =2 ’ » =k ’ 


is an infinite cycle (mod m,) in B™ totally ~ 0 in B™. By the usual in- 
finitesimal shifting of vertices we can arrange that s"-" and Z’ shall be in a 
general position with respect to each other, and if we neglect when necessary 
a finite number of cycles of Z’, we get the following relations for Kronecker 
indices mod m, (for each k), 


x(1Cz, 8") = x(—*C;, 8") #0 
and for the linking coefficients 


V(zz—', s=-") € 0. 





?® This follows from the duality theorems. See Alexandroff, |.c., p. 186 (4. Verschling- 
ungssatz), and also the proof of the generalised Phragmén-Brouwer theorem (p. 187). 

* To get this dissection of the cycle zt we form the chain 'Cj of all simplices of z; with 
at least one vertex in1F. By an infinitesimal shifting of its vertices we can arrange that 
the boundary of 'C7 and also of *C7 = 2? — 1C7 shall lie entirely in B™-. 
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As s"-" is linked with each cycle zj~*, any chain K"~"+! — s"~" in U must 
meet the set B™-'. We again apply the corollary to Lemma T, and construct 
two chains in U, 


lfon-rtl prs eg, —2Kr-rH1 — grr 
such that the sets 
1A(n—rt+)) — Br-l _—er 2 (n—-r+])) = Br 2Kr-rtlh 
have no common points. Since hom dim #*B™-! < r — 1, we can separate the 
sets ‘H-"+) and 2H-'+) on Bt by a set B™ on Bt so that 6"B" has a 


homogeneous dimension < r — 2 with respect to Br. 
We consider now the dissection of B*-! by the set B™~? 


Br = 1RBr-l + Br-2 + ‘73, 
1Ay(n—r+) = 1Br-1 2 (n—r+1) Cc 2Br-1, 
We have now 
s*-" ~ 0in U — Br 
while 
s*-' ~ 0 in U — 'Bt" and U — ?7Br", 


We can therefore again apply the generalised Phragmén-Brouwer theorem 
and construct an infinite (r — 2)-cycle in B’, 


= —2 —§ == 
Za = 2} » 23 prt yk pes (mod m;), 


bounding in 'B*- and *B*" but totally ~ 0 in Br. For this construction 
we can in particular make use of the infinite cycle Z’-! defined above. By a 
suitable dissection of each cycle z{~* into two parts 


ee = 105? + C57 


and an infinitesimal shifting of the boundaries of these chains for each k we can 
arrange that 


=e —f i —% 
Ci. ad ’ —*Cj —> 2} ’ 


where all cycles z;~* lie in B* and form the required cycle Z**. Without 
affecting the relations proved for Z’ (and without any shifting of Z*-*) we can 
by a suitable subdivision of Z’* and an infinitesimal shifting of all its vertices 
not belonging to Z*~ bring Z’— into a general position with respect to the cycle 
s™-r+!| We now get the following relations for the intersection indices (mod mx), 


xCCE, rH) = x( 20774, oh) 6 0 
and for the linking coefficients 


V(zz?, svt!) = 0. 
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It follows now that s"-**! is ~ 0in U — Br. We can now proceed with the 
construction with respect to B’~’. 

In the general case for a given j, 1 S j S r, we have an (at most) (r — j)- 
dimensional”! cut B*/ of By-*, 


Br = 1Br-i+1 + Bi + 2Br-i+1, 
separating on B*-‘+! the sets 


IA(a-rt+i-D) = Br-it ‘Ket. 2H (m—rt+i-1) = Broil 2Kn-rtj-1 


and satisfying the relation 
hom dim ®*B*-i < r — j. 

In addition we shall have a cycle Z*~‘ totally ~ 0 in B*-’ and bounding in 
1Br-i+1 and *Br-*+1, The cycle Z*~ will be obtained from the dissection of the 
cycles 27/1, 

grin — yi al 4 err. 


—~j4+1 = —;41 cour 
IC; i+ 2,7, —. i+ — 2,7, 


The cycles s"-’*7-', being in a general position with respect to the infinite cycle 
Z7-i+1, will satisfy the relations (mod mx) 
x(ICrFH, grit) = yx(—2Cr-#1, gr-rtinl) x 0) 
and 
V(zx 7, ett!) # 0. 


Thus we are able to conclude that the cycle s*-"t7! ~ 0in U — Br’. Ac- 
cording to the corollary to Lemma T we can construct two chains in U, 


1 beamed aay oh n—r+i re 
Kn r+j — gr r+7 ‘ ae Kn rs ow gn r+j ; 
1Kr-rti + 2Kr-rt+i — grt, 
so that the sets 
1A(n—r+i) — Br-i ifon—rti 2Ai(n—r+i) — Br-i 2Kn—rti 
E(-r+) = Br-ilKn rti Eocrt) = Br-irtkrrth 


have no common points. This enables us to construct an at most (r — j — 1)- 
dimensional set B’-‘-! separating 1#°-"+) and 2#~-"+ in Br, for which hom 
dim ¢"B! < r —j — 1rel B**", Further, we get the cycle Z**' in B™ 
totally ~ 0 in B*-*— and bounding in 'B’~ and ?B”~ etc. 

For j = r we get the most important set B® which will be 0-dimensional and 
such that &*B° is necessarily empty (hom dim #*B° = —1 rel B°). Hence, the 
cut B® of the set B' cannot contain points of ®". 





*1 We could easily prove that B*-i is necessarily an (r — j)-dimensional set; it is indeed 
sufficient to show that Br-i is at least (r — j)-dimensional. This follows from the fact 
that the cycle s**+i js linked with an (r — j + 1)-dimensional nucleus contained 
in B’-i+1 and containing points of 1£(*-'+i-®) and 2E(*-'+i-2),_ For our proof it is sufficient 
to show that all sets B*—, Br-2, --- , B° to be constructed are not empty. 
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III. SrmuLTANEOus e-MopIFICATIONS OF AN n-COMPLEX WITH RESPECT TO 
r CONSECUTIVE Cuts on F.—TuHE Locat INVARIANCE OF LINKAGES 


1. Let 

K" = x} 
be a 6-chain in U bounded by the (n — 1)-cycle s"!, whose elements are (posi- 
tively oriented) v-simplices (0 S v S n) of a simplicial subdivision of U. By 
generalisation of a method of emodifications” we shall now (assuming 6 to 
be sufficiently small) construct a new chain of similar structure” 

Q" = ly, 
whose elements are certain algebraic chains y’(0 S v S n) in 1 — 1 correspond- 
ence with the v-simplices of K". The chain Q” will be in a general position 
with respect to F, B’™-!, B’-, --- , B° and will have the following properties: 

1. each pair of corresponding elements 2’ and y’ lies within a certain disease 
< p(s"-*-!, F) and < p(s"-"+7-!, Br") foralll $7 Sr. 

2. the (n — r — 1)-skeleton of Q” formed by all y-simplices (v S n — r — 1) 
of Q” lying on the boundaries of the elementary complexes y"~" does not meet the 
set F. 

3. for each value of j(1 S 7 S r) the (n — r+ 7 — 1)-skeleton of Q" formed 
by all v-simplices (v S n — r + j — 1) lying on the boundaries of the elementary 
chains*4 y"-"*i does not meet the set B™~. 

4. the cycle s"-"-! and the cycles s"-"+?—' will be homologous in U — F and in 
U — Br to certain cycles on Q”. In particular s"— will be ~ Q in U — B® 


2. We shall now make use of the following property (Alexandroff) of an ar- 
bitrary h-dimensional set A’ in R*. For a given arbitrarily small positive 
value e’ there exists an ¢’”” < e’ such that for any cycle &*-’"“*“(2 S i S n — 1) 
in R" — A’ with 6(é"-"-*) < &” we can construct a chain 

(r-h-itl _, gn-h-i in, Rm — Ah 5(Cr-*-iH1) < ¢’, 

Let & be an arbitrarily small positive number < p(s"-*-', F) and < p(s™-"+7", 
Br’) for any 7. By induction we define 

(j). for each number 1 S j S r and any given ¢_; a value ¢; < ¢-; so that 
for any cycle &*~—' in U — Bi! with 6(é"-7-") < ¢; there is a chain C™~ satis- 
fying the relations 


Cri auc ids in U _ . 5(C™~) =x 1/4 €j-1 





22 See Alexandroff, l.c. 9 §4. 

*8 The constructions in this paragraph are quite general, and are valid for any chain 
Q” in which s"™~, s"~*, --- ,s"""-! are arbitrary cycles, provided these cycles have no 
common points with the corresponding sets B®, B', --- , Br, F. 

*4 The chains y we call elements or elementary chains of the chain Q". The (n — r — 1)- 
and the (n — r+ j — 1)-skeletons mentioned in 2 and 3 can also be described as chains of 
all elementary chains yin 1 — 1 correspondence with the (n — r — 1)-and the (n —r + j —1)- 
skeletons of K”. 

25 We shall make use of this homology only. 
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(i). for each number 0 S 7 S n — r — 2 and any given e,,; a value €4i41 < 
é-4; 80 that for any cycle "in U — F with 6(&-"-*) < 4:4; there is a 
chain 

Comet + Geet in U — FF, Ce) < 1/4 os 


From this induction we derive a sequence of numbers & > « > --: > «> 
-++ > €,1 Which we shall use now for the construction of the chain Q”. 

We set 6 = 1/4€,_; and start with a 6-subdivision of K", assuming tx? to be 
such a 6-chain and s"“ its boundary. 

(7). We now replace each vertex 2x° of K" lying on F by a point y° in U — F 
within a distance 1/4 6 from 2°. The set of all points y° forms the 0-skeleton of 
Q”. To the boundary <' of each 1-simplex of K" there now corresponds a 0- 
cycle with a diameter < 26 < €,1. Thus each of these cycles bounds a chain 


-yin U — F, 5(y') < 1/2 en-2. 


The sum of all chains y! forms the 1-skeleton of Q”. 

In general, for 0 < 7 S n — r — 2 the boundaries <**! of the simplices x‘+! 
will correspond to certain cycles cy}; on the i-skeleton of Q" with 6(e‘y},) < 
€n-i-1. Thus we can construct for each of these cycles the chain 


yt! > Ciys,in U — F, d(y*2) < 1/2 ei-2. 


The sum of all chains y‘*! forms the (7 + 1)-skeleton of Q”. 

In particular fori = n — r — 2 the boundaries of the simplices 2"~"~! will 
correspond to certain cycles on Q”, with diameters < e¢,:, bounding certain 
elementary chains 


y* 1 in U — F, 6(y*""") < 1/2 «,. 


(j). The boundaries of the simplices x”~’ will correspond now to certain cycles 
on Q" with a diameter < ¢, bounding certain elementary chains 


yy" in U aa Br, 5(y"-’) < 1/2 oe 


In general, for a given value 1 S j S r the boundaries of the simplices 2"~**?“! 
will correspond to certain cycles c“y*~"** with a diameter d(c*y}"***) < 
€-_j41. Thus we can construct the chains 


yr til — of ys + in U — Bri, (yt) < 1/2 64. 


For j = r we get the (n — 1)-skeleton on Q” formed by all elementary chains y""". 
It can easily be seen that the (n — 1)-skeleton of Q” is an e-modification of the 
(n — 1)-skeleton of K". The distance of all vertices of a simplex 2" from the 
corresponding chain y”“! is < 1/2 6 while 6(y"") < 1/2 ©. 
We now consider the x? simplices of K". Their boundaries will be in 1 — 1 
correspondence with certain cycles c’y”~' with diameters < 2e. For each of 
these cycles we construct a 2e-chain 


y"— c’y? in Uz 
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The n-simplices x” will now be in 1 — 1 correspondence with the chains y’ 
which (taken with the same multipliers ¢?) form in their sum the required 
chain Q". 


3. Let I’ be the boundary of Q". Under the transformation described 
above, the cycles s*-"+/-! (0 < 7 S r) will correspond to certain cycles ["-"*+/“ 
on I=", As each I'"-’+/-! lies within the distance p(s"-"—!, F) for 7 = 0 and 
p(s"-"+7-1, Br‘) for j > 0 it is easy to show* that 

[7-1 rw grr in U = F, 
["-'t+i-1 ww gt—tti-l in U ia B-i 
for j = 1, 2,---,r. 

We now consider the position of the chain Q” and its simplicial”’ (n — j)- 
skeletons (0 S j S r) with respect to the cycles Z°, Z!,---,Z". By an in- 
finitesimal shifting of vertices of cycles in 

Zs si, eon Ye oe 


we can bring the infinite cycle Z’ for each 7 into a general position with respect 
to the (simplicial) (n — 7)-skeleton of Q”. As all vertices of Q” lie outside F, 
we can make these adjustments so that the infinite cycles Z°, Z', --- , Z” will 
still be in B®, B', --- , B*-, F respectively. We are now able to define the inter- 
sections of (n — j)-cycles on Q” with the cycles zj in Z’. In particular we get 
from the relations in §II the corresponding relations (mod m,) 


x(!Ci, aid _ x(—°Cj, 4 ~ 0 
and 


Vie, T™) #0 


4. We now form the n-dimensional chain 
Qo. = c” YB, 


of all elementary chains y" of Q" containing points of the 0-dimensional set B° 
and denote by I'jo' its boundary. Since the cycle Z°® lies entirely in B® the 
linking coefficients of (n — 1)-cycles with respect to the cycles z? are invariants 
under homologies on the chain 


Q" — Qo. 
In particular we obtain the homology 


mr ~ Tyo on Q” — Qio 





6 See Alexandroff, l.c. 9, p. 205 (Hilfsatz II, based on a method by J. W. Alexander). 
*7 We mean by this the (n — j)-skeletons in the usual sense, i.e., the sums of all (n — j)- 
simplices of Q". 
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and the relations 
x("Cz, Tee!) = x(—*C;,, Too) 4 0 
Since jo is a linear combination of the boundaries of the elementary chains 
yr. and the above Kronecker indices are additive functions of these boundaries 
we get 
x(Ci, Ts) = > ce x('C,, Yxo,,») #0 (mod m,) 
Pp 


and corresponding relations with respect to the chains °C}. Hence there must 
exist at least one elementary chain yj. whose boundary 7}. = y?~' satisfies the 
relations 


x(Ci, ve) = x(—Ci, v2) € 0, 
V(zi, yr) = 0, i(y?) < €&. 


with ¢ arbitrarily small. 


IV. THe SERIES OF FUNDAMENTAL CycLes. PROOF OF THE THEOREMS 


n—1 


1, Let U, be an n-sphere with a diameter < « containing the cycle y? 


n—1 


We consider now 7? as a simplicial complex and write 
1 we sy 
where the elements ¢"—! are simplices of all elementary chains y*"! in y?~'. We 
have seen that y?~* contains no points of the 0-dimensional set B®. Since B® 
dissects B! into two parts 1B! and 2B! it follows that the products of the sets 
1B! and 2B! with y?~" have a positive distance from each other. It is possible 
therefore to find a simplicial 5’-subdivision of y?~* such that each simplex of 
y. will contain either points of 1B! or points of 2B! only, or no points of B! at 
all. Thus the system of all simplices of y?~' will be divided into three classes: 


(ai) containing points of 1B! only. 

(6;) containing no points of B'. 

(ai) containing points of 2B! only. 

In connection with this division we shall now introduce the following defini- 
tion: 

Let A be an arbitrary closed set dissected by a set B into two distinct parts 
‘A and *A, A = 14 + B4 2A. Let K be an arbitrary chain containing no 
points of B. We call a given subdivision of the complex K disjunctive with 
respect to the given dissection of A if each simplex of K contains either points of 
'A or points of 2A only or no points of A at all. . 

This definition can obviously be extended for the case of chains whose elements 
are themselves (elementary) chains. 





"i It will be seen later that these three groups cannot be empty, but we shall understand 
this division in a purely abstract way. 
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It is clear that any chain K containing no points of the cut B possesses a dis- 
junctive subdivision with respect to the dissection of A. 


2. We now form the chain” 


igre 


of all simplices ¢" of y?~' containing points of 1B’. It is apparently the sum 
of all simplices belonging to the class (a@}). We can easily show that 1g” can- 
not be a cycle. 

Since the chain y?~! — '9""' contains no points of 'B! we can find a k = ky 
such that all cycles z; of Z! for k = ko will meet y?~ in points of 1g"— only. 
Thus we get for all k = kp the relation 

x(zi y*) = x("C; ’ v7) # 0 
which shows that !q"~! cannot be a cycle. 

We denote now by y”~* the boundary of !g"". Since y?~" is given in a dis- 
junctive subdivision with respect to B! the cycle y?~* cannot contain points of 
2B! but it cannot (by definition of 'g”"' — y?%~*) contain points of !B! either. 
Hence y?~* has no common points with B!. Therefore we can define a dis- 
junctive subdivision of y?~* with respect to the dissection of the set B? by the 
set B'. This enables us to construct the cycle y?~* having no points in common 
with B?. We shall now describe this construction in the general case. 

Let y?~ for a given j < r(1 <j S r) bean (n — j)-cycle satisfying the follow- 
ing conditions :°° 


1. y?-7 is in a general position with respect to the infinite cycle Z/. 


2. y?? contains no points of the set B*— dissecting the set B’. 
3. for each k we have (mod m,) 


xCi, vt) = x(—* & vy.) # 0, 
Viei", vz”) # 0. 


We shall now construct the cycle y"~*"". 

Since y"~’ contains no points of B’—! we can find a disjunctive subdivision of 
vy"? with respect to the dissection of B’-! by B‘ and define the following three 
classes of simplices ¢"~? of y”~?: 





29 After the disjunctive subdivision of the cycle | Si we could again apply the process 
of an e-modification to —_ with respect to the set B' to get in Ue — B' a cycle 
7 ~ ile in a disjunctive subdivision with elementary chains £*-! in 1 — 1 corre- 
spondence with the simplices ¢"—! of ie and such that the sum of the boundaries of the 
chains £*~! has no common points with B'. 

30 As in the case of . we could—(see footnote 29) by applying a process of e-modifica- 
tion—get a cycle yin y™~? in U. — Bi whose elements are certain elementary chains 
with boundaries not meeting B?/. 
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(w+) containing points of 'B’ only. 
(8;) containing no points of B’. 
(a?) containing points of *B’ only. 
We form the chain 


lg n—] 


of all simplices ¢”~’ of y?~ belonging to the class (a}). For all values k = k; 
(k;—sufficiently large) we have the relation 

which shows that the chain 'g"~ cannot be a cycle. We denote now by y?~" 
the boundary of 'g@""". As was shown in §III, 4, the cycle y?~* is in a general 
position with respect to the cycle Z‘+4, The cycle y?~ being given in a disjunc- 
tive subdivision with respect to the dissection of the set B-’ by the set Bi, 
it follows from the definition of 'g"~ that y?~** cannot contain points of the 
set B"-’, 

From x(‘g", 21) ¥ 0 we get the linking coefficients (mod m,) 


V(y2 71, zi) ¥ 0. 
Since 'C{+! — zi where 'Cj*! = zit? — *Ci*(k = 1,2,---) and 
Voy, 2h) = +V(zi, pe 
we get 
xCCEH, vo) = x(—Ci, vO) 0. 


We have shown that y?~*" satisfies the conditions 1, 2, and 3 assumed for the 
cycle y?~? and thus we obtain the series of cycles y2~1, y2~, --- , v2, «> ye 
which we call fundamental with respect to the series of abated cuts B®, By ---, 
Br, --. , B™_ It is obvious that we can repeat our construction for 7 = r 
with respect to the dissection '¥ + B*-! + 2F of F and we get in addition the 
fundamental (n — r — 1)-cycle y?~*' on y?~” with respect to F. 

3. We consider now the (n — r — 1)-dimensional fundamental cycle y?~" 
with respect to F. The cycle y?~"" cannot be ~ 0in U, — F. Otherwise we 
could construct a chain °9"~" — v2" in U, — zj, for a sufficiently large value 
k = k’ and we get 

x(q" + °q", zi) ¥ 0, 
which is impossible. We can therefore define an r-dimensional nucleus f” linked 
(in the sense of §I) with y2~"— in U, . 
The nucleus f* cannot be a part of either \F or °F. 
Assume, for instance, f* C 1F. The chain 


n—r L.n—r 2,"—r 


Ye os ae = ¢ 
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contains no points of '¥F and we get 
gt yr tin Uf, 


which is impossible. In the same way we can show that f* cannot be a part of 
2F. It follows that f* must be of the form 


f’ a > id + 6-1 + -. 
where 
¥ ad — Sd b7-1 "a yr, > id = 2Fr, 


Since f’ is a Cantor manifold, the parts 1f’, 2f” are r-dimensional while 6" 
is necessarily (r — 1)-dimensional. 


4. We have seen above that the cycle y?~*’ satisfies the following conditions: 
v.77 ~ Oin U, — f’, y2” 1 ~ Oin U, — 'f’ and in U, — °f". 


These are precisely the conditions of the generalised Phragmén-Brouwer 
theorem and we can therefore construct an infinite cycle (with a variable modu- 
lus) rel U, 

bud = ee +o ei Sas Pate (mod m;) 
linked with the cycle y?~"". In the same way as in §II we can dissect each 
cycle 2; into two chains 


iy —. toi 2fv1 
4, = Co + ie a 


where 
Cia, 801; elk (rel UY) 
and 
’ vidal oe ot ae Pt i TT 


is an infinite cycle (mod m;) in b’— totally ~ in b™". After the usual adjust- 
ments (infinitesimal shifting of vertices in Z}’) the (n — r)-dimensional cycle 
vy’ will be in a general position with respect to Z?’ and we get (after neglecting 
if necessary a finite number of cycles) the Kronecker indices (mod m}) 


x(Coe, Ye") = x(—"Ct, vt) #0 
and the linking coefficients 
Vein, ye) #0. 


It follows that y7~" ~ 0 in U, -— 67. 
This enables us to show that b’-! cannot be a part either of 1B’! or of 2B™. 
Otherwise we should have in the first case 


ide Ls eo aay ied in if as pr! 
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and in the second 
agers aes _ in U. — br, 
which is impossible. 
Thus we have proved: 
the cut b*— of f* ts of the form: 
b7-1 - 1pr-1 + br- + 2pr-1, 
pr C Br, oc Br. 2br-1 C 2Br-1, 


5. We consider now the infinite cycle Zi!" in b™.._ Each cycle z}{—! we dis- 
sect into two parts 


lr- _ _ 
z aa ae WOE 4. Ss J 


where 1C}{7" consists of all simplices with at least one vertex in 'b". By an 
infinitesimal shifting of the vertices in z?;~' we can arrange that all cycles z};~° 


gts —2gir =~: r—l — zit 2 (mod mi) 


will lie entirely in b*-*. Assuming y?~*" to be in a general position with respect 
to all cycles of Z}"—", we get 


rs ig ie vy" we _ ns i, te . yo = x 0, 
re." . gerry ~ 0. 


It follows now that y2~’*' ~ 0 in U, — b* and we can show that b’-* cannot 
be a part of either 1B*~* or *B*-*. Otherwise we get precisely in the same way as 
in 4 one of the two relations: 


a na pal , = 
yy: r+2 in 1g” 048 xy: r in U .- br 2 
or 


Ign—rt+2 _, — in U. — b™? 





both of which are impossible. Hence b’-? is of the form 
br? = Ihr? + br? + *br? 
Yc er, tc Br, 3" c 2B 
which shows that 6’? is dissected by a part of B’-*. 


It is now sufficiently clear that we can get by induction that same result in 
general for b*-i(1 < j < r — 1), assuming the set b’-*+' and the cycle Z,"~’*" 
to be given in the required form. 

In particular we get for 7 = r — 1 a dissection of b’, 


bt = 1b! + bo + 2H), 
Cc B, Yc BD, } C 2B. 
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The sets b*-! D b* 2 D --- D br’ --- D B® form a sequence of consecutive 
cuts of the (arbitrarily small) manifold f7-—and thus we have proved that f 
contains points of B°. 


6. It follows from the induction in 5 that the (n — 1)-dimensional fundamental 
cycle y2~' is ~ 0 in U, — b° while y?* is — 0 in U, — 'b' and in U, — *b'. In 
general, we have for each j, 1 Sj Sr the fundamental cycle y?7~’ ~ 0 in 
U,. — bi while y2~? ~ 0 in U, — ‘07 and in U, — *b*. It is clear from 
this that the fundamental cycles y2~"~', y?~’, --- , yz are in precisely the 
same position with respect to the nucleus f” and its consecutive cuts 


et. _ vey 5° 


as the cycles s"-"-!, s"-", --- , s""! were with respect to the nucleus F and its 
consecutive cuts B’-!, Br, --- , B®. 

Thus we can for a given e’ < 1/3 construct an e’-nucleus f'” C f’ rel a neigh- 
bourhood U,, C U, with a diameter < ¢’. On f'" we shall get a sequence of 
consecutive dissections by certain sets b'-! C b*!, b!*? C br? --- BC D? 
and—as each 6 is contained in the corresponding B—we can conclude that f'" 
will contain points of B®. 

This construction we can continue indefinitely and we get an infinite sequence 


FoF ar’ a +: 


of decreasing nuclei whose limit point is an r-dimensional manifold point in B®. 
This contradicts the result of §II, based on the assumption that hom dim 
®* = r with respect to F. Thus we have proved the 


THEOREM ©’. The set ©" of all r-dimensional (concentric) manifold points 
on an r-dimensional closed set F has the homogeneous dimension r rel F. 


In accordance with the definitions in §I we now obtain the 


THEOREM Nj. The r-dimensional 5-manifold space N3; on F—for an arbi- 
trarily small é—has the homogeneous connectivity r rel F. 


7. From the proofs of the above theorems we can now obtain other essential 
results. 

Let us consider the set ®* of all h-dimensional (concentric) manifold points 
on F for an arbitrary h = 0, 1, 2, ---,r. 

The proof of theorem ©" was based on the assumption hom dim @* < r rel F. 
Let us assume now hom dim ®” < r for a given h. Then we can—as in §II— 
construct the series of consecutive cuts B’-!, Br’, --- , B® such that for each 
j,1 S39 S17, hom dim 6’*B™ <r — j. 

For r — 7 = h we have hom dim ®’B" < h. 

On the other hand each set B’~’ corresponds to a cycle s*-"t+i-! ~ 0 in 
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U — Bri, In particular we have s*-’-! ~ 0 in U — B*. We can therefore 
define a nucleus F* C B* linked with s*-’, Thus we get for the h-dimensional 
nucleus F* exactly the same conditions as for the r-dimensional nucleus F itself. 
It follows now from theorem #* that hom dim #* = h rel F’". 

This contradicts our assumption (hom dim 6" < r rel F) and we get the 


THeoREM ©". The set ©” of all h-dimensional (concentric) manifold points 
of an r-dimensional closed set F has for each value 0 S h S< r the homogeneous 
dimension r rel F. 


TueorEM N}. The h-dimensional 6-manifold space N’ on F—for an arbi- 
trarily small 6—has for each value 0 S h S r the homogeneous connectivity r rel F. 


CAMBRIDGE, ENGLAND. 
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UBER OFFENE ABBILDUNGEN 
Von A. KoLMOGOROFF 
(Received September 5, 1936) 


In der vorliegenden Arbeit soll ein Beispiel einer offenen Abbildung! eines 
eindimensionalen Kontinuums auf ein zweidimensionales gegeben werden. 

1. Wir machen zuerst eine Bemerkung iiber den topologischen Grenziibergang 
im sinne von Alexandroff und Freudenthal.? Es sei 


(1) a a Ae 
eine Folge von topologischen Riumen, wobei fiir jedes n eine stetige Abbildung 
gn Von Xp in Xp_; Vorliegt (n = 2, 3, --- in inf.). Dann sind die Punkte des 


Limesraumes X definitionsgemiss die Folgen 
(2) © = (21, %2,°°* Fn, °**), 


wobei z, ein Punkt von X, und 2n_-1 = ¢n(rn) ist. Fiir jeden Punkt (2) von X 

wird die n-te “Koordinate” z, durch ®,(z) bezeichnet, so dass X mittels ®, 

in X, abgebildet wird. Sodann wird X dadurch topologisiert, dass ein Punkt 

x e X dann und nur dann als Beriithrungspunkt einer Punktmenge M C X erklart 

wird, wenn bei jedem n der Punkt ®,(x2) Berithrungspunkt von ®,(M) in X, ist. 
Ks sei jetzt neben (1) noch eine Folge 


(3) Was Fs:*** 5 Mae *** 


von topologischen Riumen mit den zugehérigen Abbildungen y, von Y, in 
Y,-. und dem Limesraum Y gegeben. Analog zu ®, konstruieren wir die 
Abbildungen ¥, von Y in Y,. 

Schliesslich setzen wir voraus, dass jedes X,, offen auf Y, abgebildet ist; diese 
Abbildungen bezeichnen wir mit f,. Von den Abbildungen f, wird iiberdies 
verlangt (fiir jedes x, « X,): 


(4) Wrdn (z,) = fn-1@n(4n). 


Wie leicht ersichtlich, folgt aus (4), dass die durch die f, erzeugte Abbildung 
fvon Xin Y: 


f(x) = flan} = {fnlen)}, 





' Eine stetige Abbildung eines Raumes X in einen Raum Y heisst offen, wenn sie jeder 
in X offenen Menge eine offene Punktmenge von Y als Bild entsprechen lasst. 

? P. Alexandroff, Sur les suites des espaces topologiques, Comptes rendus, Paris 200 (1935), 
1708-1709. 

H. Freudenthal, Die R,-adische Entwicklung von Réumen und Gruppen, Proceed. Kon. 
Akad. Amsterdam 38 (1935), 414-417. 
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eine offene Abbildung von X auf Y ist. Denn ist G C X in X offen und z ein 
Punkt von G, so existiert ein solches n, dass z, = ®,(x) kein Berithrungspunkt 
von &,(X — G) ist; da f, eine offene Abbildung von X auf Y ist, ist yn = fn(2n) 
kein Berithrungspunkt von f,®,(X — G) = W,f(X — G). Folglich ist der 
Punkt y = f(x), dessen n-te Koordinate y, ist, kein Beriihrungspunkt von 
f(X — G@ DY — f(G@), woraus die Offenheit der Menge f(G) und somit der 
Abbildung f folgt. 


2. Wir gehen jetzt zur Konstruktion des angekiindigten Beispieles iiber. 
Es sel 


€1, hs *** ¢ My *** 


eine gegen Null konvergierende Folge abnehmender positiver Zahlen. Wir 
konstruieren Schrittweise die Y, als zweidimensionale Euklidische Polyeder 
(die man sich alle etwa im R* denken kann). Yj, sei ein Quadrat. Wir nehmen 
an, Yn»-1 liege bereits trianguliert vor, wobei die Dreiecke dieser Triangulation 
ihrem Durchmesser nach kleiner als e, sein mégen. In jedem dieser Dreiecke 
schneiden wir ein quadrates Loch ein und kleben es mit einem Mdbiusschen 
Bande wieder zu. Die Mobiusschen Bander sollen dabei als Polyederflichen 
realisiert sein. . 

Die Abbildungen y, entstehen dadurch, dass jeden Punkt von Y,, der gleich- 
zeitig ein Punkt von Y,_, ist, dieser selbe Punkt zugeordnet wird, wirend die 
neuhinzugekommene Moébiusschen Bander stetig und unter Festhaltung ihrer 
Randpunkte auf das Innere des entsprechenden Loches abgebildet werden. 
Der mittels dieser Erklarung entstehende Limesraum Y ist nichts anderes, als die 
bekannte Pontrjaginsche Flache, also ein (im Sinne der Brouwerschen Dimen- 
sionsdefinition) zweidimensionales Kontinuum.* 


3. Bevor wir zur Konstruktion des eindimensionalen Kontinuums X und 
dessen offenen Abbildung f auf Y iibergehen, schalten wir eine kurze Zwischen- 
bemerkung ein. Sie betrifft die folgende Tatsache: 

Eine Ringfléche (ein Torus) kann solcherweise offen auf ein Mébiussches Band 
abgebildet werden, dass eine auf dem Torus nicht berandende einfache geschlossene 
Kurve (etwa der Aquator) auf die Randkurve des Mébiusschen Bandes abgebildet 
wird. Ks seien in der Tat u und v die die geografischen Koordinaten, 


(-r Su<+a, —7r Sv < +7). 


Durch Identifikation des Punktes (u, v) mit dem Punkte (wu + v, — v), erhilt 
man eine Abbildung der Ringflache auf das Mébiussche Band von der gewiinsch- 
ten Art (die Kurve v = 0 geht in die Randkurve des Bandes iiber). Mann kann 
offenbar eine Abbildung mit den erwihnten Eigenschaften auch als simpliziale 
Abbildung definieren. 





*L. Pontrjagin, Sur une hypothése fondamentale de la théorie de la dimension, Comptes 
rendus Paris 190 (1930), 1105-1107. 
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Es sei jetzt X; wieder ein Quadrat; die Abbildung f; von X; auf Y; sei etwa 
eine kongruente Abbildung. 

Wir nehmen an, die Polyederfliche X,,-; und die simpliziale offene Abbildung 
fn von X,_, auf Y,_; seien bereits konstruiert. Jedes Loch, welches in einem 
Dreieck von Y,-. (azwecks des Uberganges zu Y,,) eingeschnitten wurde, ist bei 
der Abbildung f,: Bild eines oder mehrerer Locher in X,1. Wir schneider 
alle diese Lécher ein, und kleben an den Rand eines jeden dieser Locher eine 
polyedrale Ringfliche lings ihres Aquators an. Dadurch geht X,— in X,, tiber. 
Jede dieser Ringfliichen bilden wir simplizial und offen auf das Mébiussche Band 
ab, welches dazu diente, das entsprechende Loch der Polyederfliche Y,» zuzu- 
kleben. Die so entstehende simpliziale offene Abbildung von X,, auf Y,, bezeich- 
nen wir mit f,. Schliesslich definieren wir die Abbildungen ¢, von X, in X, 
so, dass die Gleichung 


Sn—19 n(n) = Wndn(2n) 


gelte, was offenbar méglich ist. 

Da die Abbildungen f, , wie aus ihrer Konstruktion folgt, offen sind und der 
Bedingung (4) geniigen, bestimmen sie eine offene Abbildung von X auf Y. 
Schliesslich tiberzeugt man sich mihelos (am einfachsten wohl durch eine An- 
wendung des Uberfiihrungssatzes von Alexandroff), dass X eindimensional ist. 

Es sei noch bemerkt, dass Y in den vierdimensionalen, X (wie jede Kurve) 
in den dreidimensionalen Euklidischen Raum topologisch eingebettet werden 
kann. 


Bo.tscHEWO, KoMAROWNA, BEI Moskau, U.S.S. R. 
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MOORE-SMITH CONVERGENCE IN GENERAL TOPOLOGY 
By GARRETT BIRKHOFF 
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1. Introduction. In ordinary space, there are three basic topological notions, 
out of which all others flow. These are the notions of convergence, closure, and 
neighborhood. 

Their interdependence is well-known. The ‘‘closure’” § of any subset S of 
ordinary space is composed of the limits of the convergent sequences of points of 
S. Aset U is a “neighborhood” of a point z of space if and only if it contains z, 
and has a closed complement (i.e., a complement 7 = U’ satisfying T = T). 
And finally, a sequence {2,} of points of space ‘“‘converges’’ to the limit point x 
(in symbols, 2, — 2), if and only if every neighborhood of z contains all but a 
finite number of the 2;. 

Now these definitions of closure in terms of convergence, of neighborhoods in 
terms of closure, and of convergence in terms of neighborhood are mutually 
consistent in any metric space, provided one begins by defining 2, — x to mean 
| 2, —2|—0. They are even consistent in any Hausdorff space satisfying the 
first countability axiom, provided one starts with neighborhoods. 

But in many important “‘spaces’’ of functions (and of transformations), they 
are not. One can still pass from closure to neighborhoods and back, relying on 
the fact that passage from sets to their complements turns open sets into closed 
sets, and vice-versa. But it is not known how to correlate in a consistent 
fashion topological properties flowing out of the notions of closure and neighbor- 
hood, with those flowing out of the notion of convergence. 

The main contribution of this paper is to show how this can be done. To doit, 
one must speak of the ‘‘convergence”’ of ordered arrays of points in patterns 
including transfinite sequences as a special case, and amounting with numbers to 
the generalized notion of limit introduced by E. H. Moore and H. L. Smith [8], 
and based on an idea of E. H. Moore [7’]. 

Part I of the paper contains a detailed exposition of the logical equivalence of 
convergence in this generalized sense, with the notion of closure (and hence of 
neighborhood). In Part II it is shown how (generalizing a construction intro- 
duced by van Dantzig [2]) topological linear spaces can always be ‘“‘completed”’ 
in this sense, without assuming the first countability axiom. In dispensing with 
this assumption one makes essential use of Moore-Smith convergence. 

It is also shown that this completeness is stronger than the definition of com- 
pleteness (in terms of the compactness of totally bounded sets) introduced by 
von Neumann [9]. Other applications of Moore-Smith convergence, to the 
topologization of transformation-sets and general integration, conclude Part II. 

Part III contains a brief description of topologies (p-adic, etc.) associated 
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intrinsically with various special algebraic systems. By completing the ‘topo- 
logical algebras” one gets in this way, one is likely to obtain systems with im- 
portant and unexpected properties. As a new example, one has the topologized 
discrete free groups. 

Parts II and III are preceded by special prefaces. 
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I. GENERAL TOPOLOGY 


2. Generalized convergence in abstract topological spaces. Let X¥ be any 
abstract topological space! that is, any aggregate of points whose “‘open’’ subsets 
are a well-defined class including (O1) all sets omitting fewer than two points, 
(02) the union of any number of open sets, (03) the intersection of any two 
open sets. 


DEFINITION 1: By a directed set of points 2, of ¥ is meant an ordering of points, 
one to each subscript of a class A, where (D1) given aeA, BeA, either a follows 6 
(in symbols, a > 8) or a does not follow 8 (in symbols, a > 8), (D2) ifa > 6 
and 8 > y, then a > y, (D3) given aeA, BeA, there exists yeA satisfying y > a 
and y > B. ; 

It is immaterial whether or not it is assumed that a > 6B and B > a imply 
a = 6. 

It is primarily condition (D3) which was due to Moore and Smith, and which 
distinguishes directed sets from other “‘partially ordered sets’’’ (cf. [5], Chap. 
VI, §1). 

Remark: A directed set {x,.} is a sequence in the usual sense if and only if A 
is the class of natural integers; {2.} is a‘‘transfinite sequence” in the usual sense’ 
if and only if A is the class of all ordinals less than some limit ordinal. 





1 In the sense of [6], p. 15. This includes Hausdorff spaces (cf. [5], p. 213, and [4], p. 
186) as special cases. 

2 Cf. C. W. Vickery, Spaces in which there exist uncountable convergent sequences of points, 
Tohoku Math. Jour. 40 (1934). 
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DeFINITION 2: The directed set {xa} is said to converge to the limit point 
x (in symbols, z2 — 2) if and only if, given any open set S containing z, there 
exists an ay = a(S) such that a > ap implies raeS. 


The full reciprocity between this generalized notion of convergence and open- 
ness (and hence closure) is shown by 


TurorEM 1: A subset S of ¥ is open if and only if no directed set of points outside 
of S converges to a point in S. 

Proor: Suppose S is open. Then any directed set {2.} converging to any 
zeS must have every 22 With a > a(S) in S; hence no directed set of points out- 
side of S can converge to a point in S. 

Conversely, suppose S is not open. Then by (Q2) the union of its open sub- 
sets must exclude at lease one zeS, and every open set U, containing this x must 
have at least one point x, outside of S. Now order the indices a by the rule that 
a follows 8 means U,z Cc Ug; then by the algebra of set-inclusion and (03), the 
indices will form a directed set. And by definition, x, — x—to any open set 
U, containing xz associate a. Hence there exists a directed set of points outside 
of S converging to a point in S. 


3. Continuity and product-spaces. The definitions of convergence and open 
sets (and hence of closed sets!) in terms of each other given above are not only 
mutually consistent, but they are also consistent with the simplest conceptions 
of continuity—whether of functions of one or of several variables. This will 
be shown in the present section. 


THEOREM 2: Let F be any function from a space ¥ to a space 9). The following 
conditions are equivalent: 

(1) If ta —> xin &, then F(x) — F(x) in 2. 

(2) If x eX, and U is any open set of Y) which contains F(x), then the interior of 

F-\(U) contains zx. 

(The conclusion of condition (2) can be restated as the condition that some 
open set V containing z is carried by F into a subset of U.) 

Proor: Suppose that for some x and U, the interior of F-'(U) does not 
contain x. Then by Theorem 1 there exists a directed set x2 outside of F-'(U) 
tending to x, and the F(z.), which lie outside of U, cannot tend to F(x). Con- 
versely, if 22 — a, and (2) is satisfied, then given any open set U containing 
F(x), the interior of F-'(U) is an open set containing x. Hence for some ao, 
a > ap implies zeF—"(U), and so F(x2)eU, whence 2a —> 2. 

Remark: Condition (2) is the usual definition of continuity for functions 
between abstract spaces ((6], p. 66). While condition (1) is the usual definition 
of continuity in terms of convergence. 

TuroreM 3: Let ¥ and 9) be any two topological spaces, and let the open sets of 
the product-space ¥ X 9) be the unions of products U X V of open sets U of Xand 
VofY. Then [xe, yal — (2, y] if and only if ta > x and Ya Y. 
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ProoF: Suppose x. — x and y. — y, and that W is a neighborhood? of [z, y]. 
Then by definition, W is the union of those products U X V of open sets U in % 
and V in 9) which lie in W, and so at least one such set must contain [z, y]. 
Since 7 — a and Yq — Y, a and az exist such that a > a; implies zaeU and 
a > azimplies yz2eV. And one can find ap > a; and az, whence by (D2), a > a 
implies [2., Yale X VOW. Hence [2a, Ya] — [2, y]. 

Conversely, suppose [2., Ya] — [z, y]. Then given any neighborhood U of z, 
since U X 9) is open in ¥ X Y, for some ap, a > ap implies [Xa, Yale XK Y— 
which is to say %,«U. Hence x, — 2; similarly yz — y. This completes the 
proof. 


A similar argument clearly leads to a similar theorem on the product of any 
finite number of topological spaces. By combining this fact with Theorem 2, we 
see that a function of (for instance) three variables is continuous if and only 
if La > X, Xe— Y, and 2, —> z imply F (xa, Ya; Za) — F(x, y, z2)—or equivalently, if 
and only if to any neighborhood W of F(x, yo, 2) correspond neighborhoods 
U, of a, U, of yo, and Uz of z such that F(a, y, z)eW for any reUz, yeU,, and 
zeU,. 





4. Properties of convergence. It is natural to ask, what formal properties 
does convergence possess? One would like to know two things about such 
properties—the way in which they generalize properties of ordinary convergent 
sequences, and whether they imply conversely the properties of open sets which 
were assumed at the start. 

The latter question is answered in the affirmative below, and the general 
notion of a directed set plays an essential réle in giving the answer. 
The following definition will be used frequently: 


DEFINITION 3: A subset B of the subscripts a of a directed set {x} is called 
cofinal if and only if, given a, BeB exists satisfying B > a. 


Remark: Any infinite subset of an ordinary sequence 21, 22, 23, --- is cofinal. 
Moreover, in general, any cofinal subset of a directed set is a directed set. 

The reader will find no difficulty in verifying that the following properties of 
generalized convergence hold in any topological space X, 

(4a) If x. = x for every a, then 2, —> 2. 

(48) Ifz.— 2x and the B are a cofinal subset of the a, then x3 > 2. 


THEOREM 4: A topological space X is a Hausdorff space if and only if 
(4y) ta and rq — y imply x = y. 


(A topological space is called a Hausdorff space if and only if any two distinct { 


points of it have disjoint neighborhoods. Cf. conditions (D) and (D’) of [11], 
p. 174.) 





3 By a neighborhood of a point zx of a topological space X, is meant an open set of ¥ con- re 


taining z. 
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open sets U containing x and V containing y, we see that for every a > ao, 
raeU, hence no taeV, and 2 — y is impossible. That is, if ¥ is a Hausdorff 
space, then > x and %— y imply x = y. Conversely, if ¥ contains distinct 
points x and y all of whose neighborhoods overlap, then ordering to each pair 
(U’, V) of neighborhoods U of x-and V of y a symbol a, setting a > a’ if and 
only if U C U’ and V C V’, and assigning to each a any x.«U) MN V, we havea 
directed set 2. converging tox and toy. That is, if ¥ is not a Hausdorff space, 
then z,— x and rz. — y do not imply x = y. 


TurorEM 5: In a topological space X, it is true that (46) if x2 — x and for fixed 
a, £3 — ta, then, denoting generically by B functions a — x3 = 2£3,), and saying 
that (a2, Bz) follows (a1, By) if and only if a2 follows a, and B2(a) > By(a) for all 
a, the couples (a, B) form a directed set, and x} (a) — &. 

Proor: That the (a, B) are a directed set is obvious, since given (a, By) and 
(az, Be), one can find ag > a, a2, and for each a, B;(a) > Bi(a), Bela). Now 
given an open set U containing x, one can so choose ap that a > a» implies 
t.eU, and for each a > ag so choose Bo(a) that 8 > Bo(a) implies rgel’; hence 
(a, B) > (ao, Bo) implies x$a)e«U, whence x} — «x. 


THEOREM 6: In a topological space X, x2 — x if and only if (4€) given an undi- 
rected cofinal subset N of subscripts a(v), one can find a directed set B of indices B, 
and a function v(B) such that Xaiv(gy) > 2. 

Proor: If z. — 2, then one can set B = N, and »(8) = B; by (48) tau) > 2. 
Conversely, if x. does not tend to x, then for some neighborhood U of x the xa 
not in U are a cofinal subset (by Definitions 2 and 3) from which one cannot 
possibly by elimination and rearrangement extract a directed set converging to z. 


THEOREM 7: If X is any system of points, in which it is decided which directed 
sets converge to which points, then X is a topological space under the criterion of 
Theorem 1 provided (4a) — (46) hold and x, — x is equivalent to (4¢). 

Proor: We have to show that the open sets satisfy (O1)—(O3) of §2, and that 
directed sets converge according to Definition 1. But by (4a) and (47), if 
{ta} is outside of a set X — x omitting only one point, then rz. — y implies that 
y = x; this verifies (O01). Again, if S is the union of open sets, then a directed 
set outside of S must be outside of every such open set, and hence can converge 
to no point in any such open set—and hence to no point of S; this verifies (02). 
Finally, it is not hard to show‘ that if {z.} is any directed set, and B is any subset 
of {za} which is not cofinal, then the indices y not in B are a cofinal subset. 
Hence if S N T is the common part of two open sets S and 7’, any directed set 
{Za} outside of S M T must contain a cofinal subset outside of S, or else one 
outside of 7—this cofinal subset can converge to no point of S M 7, hence 
neither can {xa}. This verifies (03). 

It remains to show that z_ — 2 if and only if, given a neighborhood U of 
t, a9 = a(U) exists such that a > apimpliesz.eU. But if r.— 2, and U is open, 


‘ For, given a, take a with no > a. Then a > a, a exists: a is not in B, yet a > a. 
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then by (48) the points outside of U are non-cofinal, whence by Definition 3 the 
points in U include every x with a > a(U). Conversely, if 7. does not tend to 
z, then by (4e) one can find an undirected cofinal subset N of subscripts a(v) 
yielding no Zais)) — 2. But this simply says that the limits of convergent 
directed sets of points of N, which by (46) are a closed set,' do not include z. 
Hence the set-complement N’ of N is an open set containing z, but containing 
no point 2) of a cofinal subset of {xz2}—whence no a(N’) can exist making 
a > a(N’) imply zaeN’, completing the proof. 
(The converse of Theorem 7 has already been proved.) 


4a. Digression on the metrization problem. In section four we obtained 
properties of the convergence of directed sets which were necessary and sufficient 
for a Hausdorff topology. Actually, these properties are extensions of well- 
known properties of ordinary sequences. 

[Thus (4a) — (4y) simply extend Fréchet’s definition of an L-space. (46) 
extends to directed sets the condition that derived sets be closed: that if for all 
i, 2} — a,, and if x; — 2, then j(7) exists such that x}, — 2. (4e) extends the 
condition that if every subsequence of a sequence {x;} contains a subsubsequence 
converging to 2, then x; — 2z.] 

We shall now digress to show how nearly this leaves one in a position to map 
a convergence-space onto a codrdinate space, solely by postulating properties of 
convergence! 

In fact, using a device described elsewhere,* one can show 


THEOREM 7a: A Hausdorff space X is regular if and only if in it, x3 — ta 
for every a, and X§ (a) — x for every B(a), imply ta — «x. 

[Proor: Let X be any closed set of ¥, and x any point not in X. If one can- 
not surround X and z by disjoint open sets, then every neighborhood U% of z 
has a closure intersecting X in some point z,. Hence by Theorem 1, one can 
find a directed set {x3} C U% converging to 2. Clearly, irrespective of B(a), 
XG (a) — x; nevertheless, z, does not converge to x. Conversely if ¥ is regular, 
then if 7g — x, and x$ (a) — x identically, the closure of {z.} contains x—other- 
wise we could separate {z.} and x by open sets, and find for each a a B(a) so large 
that 2% a) lay outside the open set containing x. But (since the hypotheses hold 
for every cofinal subset of the {x.}), by (4¢), this implies that z.— 2.] 


But a Hausdorff space which is normal can be mapped topologically onto a 
coérdinate-space by a simple construction due to P. Urysohn.?. Hence the only 
gap left to fill is the characterization in terms of convergence, of those regular 
Hausdorff spaces which are normal. . Since this distinction is vacuous for sepa- 





5 (45) assumes that if xs — x, and x, — 2, then there exists a directed set of the x5 con- 
verging to z; in more familiar language, that derived sets are closed. 

* Cf. the author’s Axiomatic definitions of perfectly separable metric spaces, Bull. Am. 
Math. Soc. 39 (1933), 601-7. 


ee 


7 Zum Metrisationsproblem, Math. Annalen 94. (1925), 309-15. Cf. also E. W. Chitten- | 


den, On the metrization problem, Bull. Am. Math. Soc. 33 (1927), 13-34. 
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rable (by a theorem of Tychonoff) and for bicompact spaces, we see how very 
little there is left to do. 


5. Convergence of systems of sets. What will be useful in Part III, and is also 
interesting for its own sake, is the notion of the convergence of a system of sets, 
as defined by® 


DerFINniITION 4: A system > of sets S, of a topological space ¥ will be called 
overlapping if and only if? the common part S. M Sz of any two sets of > contains 
some third set S, of 2. 2 will be said to converge to the point reX (in symbols, 
> — 2) if and only if it is overlapping and every neighborhood U, of zx contains 
some set S, of 2. 


This definition is essentially equivalent to the notion of the convergence of a 
directed set of points, since 


THEOREM 8: Let = be any overlapping system of sets Sa. Then the Sq are a 
directed set if one defines a > B to mean S, is included in Ss. While = — x if and 
only if under this ordering LaeSq implies Lq — x. 

Proor: The first statement is obvious. To prove the second, note (a) that if 
S, C Uz, then B > a implies Ss C S, C Uz, whence 2 — x and 2,.€S, imply 
a — x, and (b) that if 2. does not tend to z for some x.eS., then the x. outside of 
some U, are a representative subset, whence no S, C U, (otherwise 8B > a 
would imply zgeSg C S, © Uz), and so 2 would not tend to z. 


An example of the meaning of the convergence of a system of sets is furnished 
by the fact that the neighborhoods of any point x of a topological space converge 
to x. In fact, a necessary and sufficient condition that a system of neighbor- 
hoods of « converge to 2, is that they form a “complete” system in the usual 
sense. 


6. The “type”? of a space. One naturally wants to know when the rather 
intricate theory given above is needed, and when one can get along with simpler 
kinds of convergence. 

The principle involved is, that in discussing any space X, one needs to use 
enough kinds of directed sets to make the topology of ¥ implicitly described in a 
statement of which directed sets of these kinds converge to which points. And 
for this it is sufficient that the closure S of any set S be composed of the limits of 
convergent directed sets of these kinds of points of S (cf. Theorem 1). 

One can show that the first countability axiom ([5]), p. 263) roughly expresses 
the conditions under which ordinary sequences are enough (Theorem 9), and 
that even transfinite sequences of unrestricted ordinal number are inadequate 
under some circumstances (Theorem 10). 

The precise formulation of these ideas leads directly to the concept of the 
type of a topological space. 





* Abstract 41-9-355 of the Bull. Am. Math. Soc. 
* I.e., if and only if they are a directed set when ordered with respect to set-inclusion. 
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DeFIniTIon 5:!° Let Q be any collection of abstract directed sets Af of indices, H 


A topological space ¥ will be called of type & @ if and only if the closure S of any 
set S in X¥is composed of the limits of the convergent directed sets x, of points of 
S, whose indices belong to some A'eQ. By A® [¢ any ordinal number], will be 
denoted the directed set of ordinals < ¢, one ordinal being said to ‘‘follow” 
another if and only if it is greater than or equal to it. A space X will be called 
of ordinal type if and only if it is of the type of the transfinite sequences. 


THEOREM 9: A space is of type A‘, if and only if it is discrete. If it satisfies the 
first countability axiom, then it is of type A° [w the first infinite ordinal]. 

The proofs, which are easy, are omitted. It can even be shown that if the 
directed sets of Q are all countable, then any space of type €0 is of type CA’. 
The reader may find it instructive to consider the simplifications made possible 
by the assumptions that X is of type A! resp. A®. 


THEOREM 10: The space of real functions x(t) defined over the interval 0 S t <1 
and topologized relative to point-wise convergence," is not of ordinal type. 

Proor: Let S consist of all characteristic functions of finite sets—that is, of all 
functions a finite number of whose values are unity, and the rest of which are 
zero. 

Then the closure S of S consists of all characteristic functions of sets—that is, 
of all functions assuming the values zero and unity exclusively. But the set § 


of the limits of convergent transfinite sequences of points of S contains only | 


characteristic functions of countable sets. To see this, suppose 7. — x, where 
each 2 is in S. Then consider the sets JT. of points ¢ such that x(t) + 0 for 


every 8B > a. T, increases with a, but is always finite. Now choose a, a2, | 
a3, --+ to be minimal subject to the condition that T.,, contains at least k points. |” 
Each 2 is followed by some 2q;, unless the 7, are finite in number—one need | 


only let k exceed the number of non-zero values of xz.(t). Hence To, + Ta, + 
Ta, +--+ includes every ¢ such that x(t) # 0 for every 6 after some a—and 
therefore every ¢ such that z(t) ~ 0. But T is obviously countable. 


It is not even true that S = S above. In fact, under the hypothesis of the 
continuum, S = 8S. This shows that even unlimited use of transfinite sequences 
leads one to situations inconsistent with our usual topological ideas. 


THEOREM 11: Any space X is of limited type. 
Proor: By Theorem §8, it is sufficient to use directed sets of the types of the 
neighborhoods of the various points of X, and these form a limited collection. 


Theorem 11 shows the way around logical paradoxes inherent in the fact that 





10 The notion of type is closely related to the notion of the character of a topological space 
at a point, suggested by P. Alexandroff (Bikompakte topologische Raume, Math. Annalen 92 


(1924), p. 268). One distinction is that a character is just a cardinal number, while a type | j 


is a partially ordered set, and therefore more discriminating. 
1. This is the space Q of [4], p. 162. 
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the “class” of all directed sets includes the ‘‘class”’ of all ordinals (which is well- 
known to be a non-constructive notion). 

An open problem in general topology, is that of finding the most important 
essential kinds of directed sets. For instance, among sequences, it would seem 
that only those of types A’, A®*, and other types A® whose ordinal is the initial 
ordinal of given power, are essential. 


II. APPLICATIONS TO TOPOLOGICAL ALGEBRA 


7. Outline. Part II of the paper will contain four applications of generalized 
convergence to topological algebra. 

In the first application, some results of van Dantzig on completability are 
extended. Van Dantzig [2] has shown that in topological groups (satisfying, in 
the non-commutative case, a certain “‘completability axiom’’) and in topological 
linear spaces, closure is reciprocal with a suitable definition of completeness, 
provided the first countability axiom holds. The irrelevance of this provision is 
shown in §8. 

The second application concerns a definition of the completeness of topological 
linear spaces proposed by von Neumann [9]. Von Neumann showed that 
several important function spaces and operator spaces were “‘complete’’ in the 
sense that all their closed totally bounded subsets were compact. In §9, we 
shall show that this condition is weaker than the (extensionally attainable) 
property of being closed in every containing linear space.'* 

The third application concerns a fundamental problem in the study of groups 
of topological transformations. The problem is this. Let be any Hausdorff 
space, and let G() be the group of homeomorphisms of 6 into itself. When 
can G() be described properly as a topological group? This problem is con- 
siderably clarified in §10 by elimination of the inconsistencies between topol- 
ogizations of G() in terms of convergence and topologizations in terms of 
closure and neighborhoods. 

The fourth application is to abstract integration. It consists of a simple 
topologico-algebraic definition of an integral of functions from an abstract 
domain with a o-ring of measurable sets, to a convex topological linear space, in 
a way specializing to the Lebesgue integral (as defined by Fréchet) for real- 
valued functions. The definition flows directly out of the idea of Moore and 
Smith [7], that the partitions are a directed set, but does seem to constitute a 
considerable technical advance over the definitions in the literature. 


8. Completability of certain topological algebras. Let G be any topological 
group—that is, any Hausdorff space whose points are the symbols of an ab- 





® This result was announced in Abstract 41-9-355 of the Bull. Am. Math. Soc. It has 
since been extended by Graves (cf. infra) and A. Weil, Recouvrements das espaces topo- 
logiques, Comptes Rendus 202 (1936), p. 1002. 
ca: Any topological space ¥ satisfying the stated conditions is a regular Hausdorff space, 
since given a closed set X and a point x not in X, one can find a neighborhood U of 1 so 
small that xUU-1X = 0, whence tU N XU =0. 
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stract group, in which the functions zy and z~ defining group products and group 
inverses are continuous. By Theorem 1, a subgroup S of G is closed if {x2} C S, 
Yq — t, and xzeS are incompatible. But z. — x is only possible if r23' — | 
as a and @ increase.“ 

Therefore if in a topological group S, #.x3' — l implies that reS can be found 
satisfying x. — 2x, then S is closed in every over-group, and so is ‘‘complete’’ in 
the proper sense of the word. This immediately raises the questions: is every 
topological group S closed in every over-group, “complete” in the sense just 
described? Is every topological group S a dense subgroup of a ‘‘complete” 
group S*? 

These questions can be partially answered in the affirmative, by a direct 
extension of the methods of van Dantzig. Namely, if S is not complete 
in the sense described, we adjoin to {x2} a fictitious limit zx, and show that we can 
extend the group operations to the system so obtained. 

We shall omit the details, since the principles involved are elementary, and are 
mostly stated in [2]. We shall only mention the main results, which are 

(8.1) If we call a directed set {xa} of elements of a topological group G “‘funda- 
mental” if and only if (as a and B increase) rax3' — |, if we identify two funda- 
mental sets {ra} and {ys} if and only if xay3' — 1, and if we define inverses and 
products through the rules 


{ta}! = {aa'} {ta} {ya} = {ta-Ys} 


then the fundamental sets constitute a group G* if and only if ys — 1 and {2a} 
fundamental imply xz'ysta > 1. This is always true if G is commutative. 


(8.2) If G* exists, it is complete. G = G* (under the correspondence mapping 
the directed set of one element x onto x) if and only if G is complete; in any case, G 
is mapped onto a dense subset of G*. 


(8.3) The above results extend to topological linear spaces, regarded as commuta- 
tive groups with respect to vector addition—and G* always exists. 


(8.4) A topological linear space L is complete if and only if, denoting by Ua the 
neighborhoods of its origin O, every overlapping system Ua + fa of translation- 
images of all the U. converges to a limit feL. 


9. Totally bounded subsets of complete topological linear spaces. In the 
present section, it will be shown that any closed ‘‘totally bounded” subset S of a 
‘“‘complete” topological linear space L is bicompact—but that Hilbert space is 
only sequentially complete under the weak topology." 

The proof of the first (and principal) statement just made goes as follows. 
Let S contain & points, and let the neighborhoods U,. of the origin be well- 
ordered. Then 





14 The x27! are a directed set, if we define (a, 8) > (ai, 6:1) tomeana > a andB > f;. 

15 The fundamental sets are a limited collection, in virtue of Theorem 11. It would be 
less elegant, but possible, to give an analogous construction involving only systems of sets. 

16 The author is indebted to J. von Neumann for the proof of the latter fact. 
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Lemma: One can select a translation-image Va = fa + Ua of each Ua, such that 
every finite intersection 


Vac) n wee Nn Vacs) 


contains & points of S. 

Proor: By transfinite induction, we need merely prove that if the lemmais true 
for the U, with 8 < a, then it is true for the U. with 8 < a. This is what we 
shall do. 

By the definition of total boundedness, g:, --- , g, exist with 


SC [gi + Us] U --+ U (gn + Ual. 


Hence if the lemma were false, for each k = 1, --- , n there would exist finite 
intersections We = Vea N --- A Vege A [ge + Ua] [8:(j) < a], containing 
fewer than & points of S. And by transfinite arithmetic, the union Wi U 
--» U W, of the W; would contain fewer than & points of S. Hence, using the 
distributive law of set-combination, 


X=[1Vaw n 
c ‘I Vaca} n P gi + v.| 
=) ne Vai N [ge + va} 


k=1 t,7 
CWiU-::--UW;, 


would contain fewer than N points of S—whence []; ; Vj) 1 S would contain 
fewer than S points (of S), contradicting the hypothesis. 


THEOREM 12: In any complete topological linear space, every closed totally 
bounded set is bicompact. 

Proor: In the lemma just proved, the V, are over-lapping, whence by (13.4), 
V.— zx. It is obvious that under these circumstances every neighborhood of x 
contains & points of S—whence by definition, S is bicompact. 


Corotuary: If a topological linear space is sequentially complete, its closed 
totally bounded subsets are compact, in the sense that all their infinite sequences have 
convergent subsequences. 


We shall conclude the section by showing that although Hilbert space (denoted 
by §) is sequentially complete relative to its weak topology, it is not complete 
relative to arbitrary fundamental sets. To see this, note first the duality 
between § and the isomorphic space § of its bounded linear functionals. Hence 
it is sufficient to show that % is not weakly closed in the space £ of all linear (but 
not necessarily continuous) functionals F satisfying F(Af + ug) = AF(f) + uF (g). 

But this can be verified by using a “Hamel basis” fi, he, hs, «++ , ha, «++ for 
§ under which each feS has a unique expression as a finite linear sum f = 
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Athea) +--+ + A-ha. The neighborhoods of any Foet are the sets of F such 
that 

|F(f’) — Folf) | <<¢,---, | F(f’) — Fo(f’) | < « 
for some e > Oand finite set f', --- ,f’. Clearly any such neighborhood contains 
elements of §, whence § = & > §, completing the proof. 


10. The topology of groups of transformations. It has been shown,” that 
although it is easy to topologize the group G(X) of the self-homeomorphisms of 
any topological space X¥ in such a way as to make it an L-group in the sense of 
Schreier, and although for this ¥ need itself be only an L-space, one cannot con- 
clude that G(X) is a topological group under this definition. There is no assur- 
ance, that derived sets in G(X) need be closed. 

In view of the example of Theorem 10 above, one might conjecture that this 
was because of the difference between closure with respect to sequential con- 
vergence and closure with respect to neighborhoods. If this were the case, then 
the modified 


DerFIniTIon 6: Let § be any Hausdorff space; G() the group of the self- 
homeomorphisms of . A directed set {7.} of such self-homeomorphisms will 
be said to converge to the limit T if and only if zg — x implies T.(xs) — T(z) 
and T,'(xs) — T(x) as a, B increase. 


would lead to a neighborhood topology. But it does not; the example of [1’] 
still holds. 

However, one does have the salient properties (4a) — (4y). Furthermore, 
group multiplication and passage to the inverse are continuous. But it is not 
proposed to go more deeply into these questions; it is only suggested that (46) 
should be replaced by a condition which is preserved in passing from § to 
G(), and by the weakest possible such condition. 


11. Application to abstract integration. In the present section, an integral 
will be developed for functions F(p) from the points p of a space © with a com- 
pletely additive set-function u(S) to the elements of any convex topological 
linear space & (cf. [9]). This integral specializes to the author’s integral for 
functions with values in a Banach space!’ in that case, and so to the Lebesgue 
integral in the case of the real number system. 

It does not seem to have any immediate uses. On the other hand, it is 
interesting in that it exhibits the immense generality of Moore’s conception of 
integration.'® Also, it is purely topologico-algebraic. 





17G. Birkhoff, The topology of transformation-sets, Annals of Math. 35 (1934), 861-75. 
This will be referred to as [1’]. 

18 Using the strong topology of Banach space. If we use the weak topology, it specializes 
to the ‘‘inner product” integral, whereby J F(p)dy = J if and only if for every linear func- 
tional f, { f(F(p))du = f(J), the left-hand integrals being lebesgue integrals. 

18 Moore-Smith thought of the integral as a generalized sum, and reduced the problem of 
integration to that of ordering suitable finite sums. This contrasts with the view that an 
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The definition is this. F(p) will be said to be integrable with respect to u(S), 
and to have the integral J(F)—a relation written J(F) = [Forde and only 


if, given any convex neighborhood U of 0 in &, one can find a partition A of S 
into measurable subsets S,, Se, S3, --- , finite or countable in number, and n 
so large that for anyn < hi < --- <h,and preSz, 


(11) i u(S,)-F (pe) + > u('S;,;) Fwd} eJ(F) + U. 


Then (by [9], Definition (2b), (6)) for each preS:., 1, > 0 exists so small that if 
0 < Xe S mm, u(Sz)-F (px) is in (1/2n)U; hence for any qeS; (since replacing 
px by q. in (15) changes the sum by at most 2U), if \, < 1/4n as well, then 
he-u(Sz)-F(qu)e(1/2n)U + (2/4nU C (1/n)U. Therefore, summing, if » > 0 
is chosen smaller than Inf (1/4n, m, --- , 7,) then 0 S dX; S 7 implies 


k=1 


(11a) ‘> (1 — Ax)uCSz)-F (pe) + a u(Si;)-F (pa) — a 2U. 


The proof of the uniqueness of J under the hypothesis of existence can be 
sketched as follows. 

Given any subpartition A! of A, one can find finite classes of subsets S;,; of 
each S,{i = 1, --- , n], the sum of whose measures is proportionately within }7 
of u(S;). Now using convexity,” one sees that (lla) is satisfied if these S;,; 
are substituted for the S; and 47 for y (one collects the S;,; having each fixed 7, 
and uses the associativity and commutativity of vector addition). Hence, 
given any two integrals J and J’’, with partitions A and A” relative to which they 
satisfy (lla), comparing each with A-A” one can show that {J — J’’}«4U. 

If 2 is complete, one need not exhibit an integral J in order to prove integra- 
bility. One need merely assume that for every U one can find a partition A into 
measurable subsets and n > 0 so large that 

h 


> u(Sz)-F(p.) — F(qx)e U if pe, Qe e Sz 
k=1 


(118) : 
>> u(Sa;)-F(p.eU if n<h<--- <h, 
i=1 





integral is a mean, the view used so effectively by J. von Neumann in his papers on functions 
defined over groups (Trans. Am. Math. Soc., 1934-5). 

20 Use of convexity and its linear properties shows that (15a) is equivalent to the appar- 
ently stronger requirement 


(15y) \> ups F (Pej) — a e2u 
kj 


for all finite sums satisfying (a) p,,;¢S;, (b) } uy; lies between 1 — nand1 fork =1,---,n 


(c) S* mg, = u(S,) for k > n. 
i 
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Remark 1: Thus integration practically amounts to taking the limit of the 
finite sums )\u(S;)-F(Px) ordered with respect to (1) the partition A, (2) the size 
of the set-union of the S,. Unfortunately, this ordering does not define a 
directed set! 

Remark 2: If 2 is complete, then the integral just defined is “completely 
additive” in the sense of [9], §15. The proof will be omitted. 


III. AtGeBraic TOPOLOGIES 


12. Introduction. The aim of Part III is to correlate the constructions which 
have been used to topologize isolated algebraic systems by various authors, and 
to subsume them under two main headings: topologizations by congruences and 
topologizations by ordering. 

Since these constructions are in all cases intrinsic (i.e., invariant under auto- 
morphisms), it seems legitimate to call the resulting topologies algebraic topol- 
ogies. 

The reader will recognize some of the systems discussed—such as the real 
number system—as absolutely basic. Others—the p-adic numbers, for example 
—are well-known; one or two are new. 

But the main point throughout is the unification which is possible. Also, the 
principles underlying algebraic topologization as such have never before been 


‘ brought into the foreground in an explicit and emphatic manner. 


13. Topologies defined by congruences. In §§13-15, we shall discuss alge- 
braic topologies defined by families of congruences. In doing this, we shall first 
describe the process of introducing such topologies in general language. We 
shall then illustrate the process by three specific examples: p-adic numbers, a 
dual to Stone’s topologization of the prime ideals of arbitrary Boolean algebras 
[10], and a new topologization of discrete free groups. We shall conclude by 
discussing extensions. 

The general process of topologizing by congruences is this. Let A be any 
abstract algebra (in the sense of a formal calculus)—that is, any system of ele- 
ments related by operations. It is convenient to denote the elements of A by 
small Latin letters, and the operations by special symbols (such as +, «, —, 
MN, U). By a partition x of A is meant as usual a division of the elements of A 
into a number of disjoint subclasses, whose union reconstitutes A. Two 
elements xeA and yeA are called equivalent under x (a relation written z ~ y(z)) 
if and only if they lie in the same z-subclass. A partition m of A is called 
homomorphic if and only if?! for any operation - of A operating on a sequence 
11, --- , 2, of its elements, the assumptions 2; ~ y(m), --- , 2, ~ y(x) imply 


Lye +++ ol, ~ Yo +++ oY;(7) 


‘—that is, if and onlv if it is a conaruence. 





*1 All these definitions are to be found in [1], and are immediate abstractions from the 
usual usage of modern algebra. 
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Now let § be any family of homomorphic partitions @, of A, with the property 
that c ~ y(6a) for all 6.¢% implies x = y. Then if we look on the @-subclasses 
of A as open subsets—and also on arbitrary unions of finite intersections of 
§,-subelasses of A as open subsets—it is clear that we obtain a topology relative 
to which A is a totally disconnected Hausdorff space. And using a remark of 
Graves,” one can complete the space so obtained topologically, obtaining 
‘‘ideal” elements* to which one can extend the operations of the algebra. 

Furthermore, one can show that the operations of A are continuous in this 
topology—in other words, that it makes A into a topological algebra. And 
finally, the topological algebra formed by completing A is usually bicompact 
if for all a, the 6-subclasses are finite in number. The proofs of these facts are 
omitted. 


Example 1: The p-adic numbers of Hensel (first explicitly topologized by 
Vietoris [11], page 174) and the ‘‘b,-adic”’ numbers of van Dantzig [3]. The 
reader is referred to [3] for a discussion of how in any ring, in which one has a 
preferred family of ideals—and especially of powers J” of a single ideal J—one 
can introduce a topology and then complete the resulting topological ring. 

Example 2: Topologized Boolean algebras. Stone [10] proved that if B is any 
Boolean algebra, and x ¥ y are any two distinct elements of B, then B has a 
homomorphiec partition @ into two subclasses, such that « ~ y(@). Hence the 
family ¥§ of ‘prime ideals” of B defines a totally disconnected topology over B, 
and one can complete B so as to make it bicompact.*4 

Example 3: The free discrete groups D, generated by n symbols. In each 
such D,, one has a descending sequence of “commutator-subgroups, ” 


D,= Di >D?>Di>=..., 
whose common part is the identity. Hence D, can be topologized so as to 


make it a totally disconnected Hausdorff space, and then completed. This 
example is new. 





2 Cf. the following note, On the completing of a Hausdorff space, this number of these 
Annals. 

*8 The existence of these elements, without topological connotation, was first asserted 
by H. Priifer, Neue Begriindung der algebraischen Zahlentheorie, Math. Annalen 94 (1925), 
p. 198, who obtained them directly from what we would call ‘‘overlapping”’ families of 6.- 
subclasses. The basic idea comes from L. E. J. Brouwer, On the structure of perfect 
sels of points, Proc. Amst. Acad. 12 (1910), 785-94. 

** This correspondence is dual to that of Stone. Stone correlated the open and closed 
subsets of any totally disconnected Hausdorff space with the Boolean algebra which they 
form under set-inclusions. In the algebra points appear as prime ideals; they constitute 
all prime ideals if any only if the space is bicompact. Conversely, if one regards the prime 
ideals of a Boolean algebra B as points, and elements of B as open and closed sets ‘‘contain- 
. 4 ' the prime ideals which include them, one gets a totally disconnected bicompact space 

** Cf. W. Magnus, Beziehungen zwischen Gruppen und Idealen in einem speziellen Ring, 
Math. Annalen III (1935), 259-80, for the facts used in Example 3. 
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Consider also the ‘‘ valuation’? (Bewertung) which associates with each zeD,, 
the absolute value 


(17a) |a2| = Infzpt2~*. 


One has the formulas (whose similarity with the formulas of ring-valuation is 
easily recognizable), 


(178) ; | zy | S$ Max (||, |y|) 
(177) |rtytzy| S |ai-ly| 
The metric distance function f(z, y) = | zy~'| topologizes D, just like the 


algebraic topology described above. 


14. Extension to coset topologization. It is not essential in topologizing a 
group, to use exclusively homomorphic partitions. For if G is a group, and § 
is any family of subgroups of G which contains with any subgroup S,, all its 
conjugates z—!S,2, one can regard the right-cosets 2S,[reG, Se] as open and 
closed sets—as defining disjunctions of G@ into disconnected parts. (It follows 
that the left-cosets Say = y(y~'S.y) do the same thing; hence the definition is 
really symmetric.) 

As in §13, the (unrestricted) unions of the finite intersections of the S, topol- 
ogize G algebraically. 


Example 4: Let Gy be the group of all permutations of & symbols (8 any 
number), and let the S, be the subgroups holding the different individual symbols 
fixed. 

This example has been discussed independently by various authors (Krull, 
Math. Annalen 100 (1928), p. 689, and R. Baer). Actually, the topological 
group formed in this way is complete, and can be shown (using results of J. 
Schreier and 8. Ulam, Studia Math. IV) to have no closed normal subgroups, 
and hence to be simple, provided & is infinite. 


An intriguing but unrelated topologization of abstract groups—namely, of 
the continuous semi-simple groups—is due to van der Waerden.” 


15. Topologization of infinite direct products. Suppose we have any aggre- 
gate %f of topological algebras A, of a given kind—say, groups, or sets (which are 
the degenerate case in which the family of operations is vacuous)—and we wish 
to form their direct product A. 

Algebraically, the elements of A are the functions x(a) assigning to each index 


an element 2.€Aa, and the operations of A are defined—in the case of groups; . 


the principle is the same for all algebraic systems—by letting x-y = z mean 
Lae Ya = Za foralla. But this does not define the topology of A. 
In the case that 9 is a finite aggregate, it seems best to make A the topological 





26 Stetigkeitssdtze fiir halbeinfache Liesche Gruppen, Math. Zeits. 36 (1933), 780-87. 
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product of the A, (Cartesian product in the sense of [6]). But what if & is 
infinite? 

It is not suggested that there is any one ‘‘best’’ answer to this; the whole theory 
of function-spaces points to the contrary conclusion. But one should always 
remember the topology under which zg — x means 2xs(a) — 2(a) for all a, and 
recognize it as defined through the congruences @.—where x ~ y(62) means 
a(a) = y(a@)—in a way specializing to the construction of §13 if the A, are all 
discrete. 


16. Topologization by order. The other main kind of algebraic topologiza- 
tion is through ordering relations. In treating this situation, we shall bring 
together two ideas which are to be found separately in the literature. 

The first idea has been developed by various authors,” and asserts that in any 
partially ordered system,” one can define successively (1) least upper bounds and 
greatest lower bounds (2) limits superior and limits inferior (3) limits. Exist- 
ence of none of these is assumed. The second idea is that one can complete any 
partially ordered system so as to ensure the existence of at least (1) and (2), in 
a determinate way. This idea specializes to the ‘Dedekind cut’ axiom for 
numbers, and has been applied by H. MacNeille” to arbitrary partially ordered 
sets. 

Now the first idea can clearly be regarded as a definition of limits and thus of 
closure, and the second as involving completeness; this suggests that they are 
bound up with each other. This is, however, true only to a limited extent. 
In particular, no system is “closed in every containing system,” and so com- 
pleteness does not depend on closure in the way one would hope. And again, 
partially ordered sets are not usually topologically ‘“‘dense” in the complete 
“lattices” which they define. 

The facts are these. To any partially ordered set S corresponds a unique 
complete lattice®® S* formed by adjoining as ideal elements all ‘‘ Dedekind 
sections”; the details are described by MacNeille (op. cit.). 

In S* one can introduce an algebraic topology by defining (by analogy with 
the case of real numbers) 22 — x ({2a} any directed set) to mean 


(16a) lu.b.e {gr.l.b.s>ex U xs} = 2 
gr.l.b.g {lu.b.g>ex 1) rs} = 2 





*7 Cf. [5], p. 142; [1], p. 452; O. Ore, Foundations of abstract algebra, Annals of Math. 36 
(1935), p. 408; H. MacNeille, Partially ordered sets, Harvard Doctoral Thesis (1935). Also 
(11], p. 181, example (11). 

°8 By a partially ordered system is meant any set S of elements 2, y, 2, ... in which an 
inclusion relation x > y is defined satisfying ({5], p. 139): (K1) x D 2, (K2) if z Dy and 
y Dx, then xz = y, (K3) if Dyandy Dz, thenz Dz. 

** Extensions of partially ordered sets, Proc. Nat. Acad. 22 (1936), 45-9. 

°° By a lattice is meant a partially ordered set in which any two elements have a join of 
l.u.b.z = Uy (such that z D2, z Dy, and that w Dz plus w D y imply w Dz), anda 
dual meet or gr.l.b. z’ = 2} y (such that z Dz’, y Dz’, and that x D w plus y D w imply 
z’>w). A lattice is called complete if and only if unrestricted sets of elements have a 
gr.l.b. and a l.u.b. 
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And one can then introduce in S an algebraic topology by letting x. — x in S 
mean that x, — x in S*; this is in conformity with the principle that if T is any 
topological algebra, and 7'* is formed by completing 7’, then the topology of 7 
is formed from that of 7'* by “‘relativization”’ ((6]). 

Now one can prove that if S is a lattice, then S is dense in S* (cf. Theorem 3 
of The meaning of completeness, following this article). Proof: Let {x2} consist 
of the z2¢S satisfying 2. > x [x any element of S*]. Let 6 > a mean zg C 2,; 
since S is a lattice, this defines {s,} as a directed set. And since in S*, x = 
gr.l.b. 22, and tq = |.u.b.g>a%s, (16a) is satisfied. 

Again, any topologically closed sublattice S of a complete lattice L* is com- 
plete (cf. Theorem 4 of The meaning of completeness). Proof: The elements of 
any subset of S, together with their finite joins (which are also in S), converge 
as above to their least upper bound. 


Example: The rational numbers.are a dense subset of the real number system, 
and in any closed subset of the real number system —© S xz S +, gr.Lb. 
and l.u.b. always exist. 

One may conclude by recalling that the lattice operations are not generally 
continuous in the topology ({1]). Nevertheless,*! if one has any lattice with a 
numerical dimension-function p(x) satisfying 


(168) x > y implies p(x) > p(y) 
p(x) + p(y) = pz Ny) + peu y) 


then one has a metric distance function | x — y | = p(x U y) — p(x 1) y) relative 
to which the lattice operations are continuous, and moreover the metric topology 
is identical with the algebraic topology, as extended by the rule 

(167) If every cofinal subset {2ga:s)} of a directed set {z.} contains a cofinal 
subsubset {2a a.~)} converging to z in the sense of (16a), then x. — &. 

This suggests that the algebraic topologization by order has concrete sig- 
nificance. 


Society or Fettows, HARVARD UNIVERSITY. 





3t The proofs, which were evolved by J. von Neumann and the author jointly, will be 
published elsewhere. 
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THE MEANING OF COMPLETENESS 
By Garrett BIRKHOFF 


(Received June 15, 1936) 


1. Introduction. It is a philosophical problem with wide mathematical im- 
plications, to ascertain the conditions under which it is legitimate to speak of a 
system as being ‘““complete.”’ 

As the corresponding problem has been solved for the notion of closure, and as 
the two solutions are closely related, it seems best to begin by recalling the 
characteristic properties of closure. As a matter of fact, it will be shown that 
completeness is usually associated with a closure property, which determines it 
uniquely (Theorem 5). 

The bibliography of the preceding article (Moore-Smith convergence in general 
topology, to be cited as MC) will be used throughout. 


2. Closure. The notion of closure is one which concerns the subsets 
S, T, U, --- of afundamental system A. As was pointed out by E. H. Moore,! 
there are two equivalent ways of defining it. 

One may define it operationally, as a rule ascribing to each subset S of A 
another subset S called the ‘‘closure” of S, where? 

C1::5>8 c2:§=8 

C3: If SDT, then 8 DT. 

Or one may define it as a dichotomy, which divides the subsets of A into two 
classes, the ‘‘ closed” and the “non-closed,”’ with the qualifications 


C*1: The system A itself is closed. 
C*2: The elements common to any number of closed subsets of A form a closed 
subset. 


To pass from the postulates (C) to the postulates (C*), one of course defines a 
subset S of A to be closed if and only if S = S; conversely, one may pass from 
the postulates (C*) to the postulates (C) by defining the closure of any subset 
S of A to be the common part. (intersection) of all closed subsets of A which 
contain S. The proof that under these definitions conditions (C*) resp. condi- 
tions (C) are satisfied, can be easily supplied by the reader. 

It should be recalled also that any definition of closure in A automatically 
defines a closure property in every subset B of A. By the closure ‘‘in B”’ of any 
subset S of B is meant the common part Ss = S/ B of the closure of S and B. 
The reader can easily verify the well-known’ fact that the operation of closing 
“in B” satisfies conditions (C). 





1 [7], p. 55. 
* Cf. F. Riesz, Rome Congress (1908), Vol. 2, p 18. mn 
*Cf. [6], p.17. One must prove Sz DS, (Sz) zx = Sz, and that S D T implies Sa2>Ts. 
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3. Completeness. It is clear from the last section that by a“‘closure prop- 
erty’”’ of a system, is essentially meant a property extensionally attainable within a 
superclass. By a “completeness property,” on the other hand, is meant in a 
general way a property of systems of a given family of systems which is ezten- 
sionally attainable within the family. Thus closure is a property of subsystems, 
while completeness is a property of systems by themselves. 

This distinction will be made clearer by the following examples, at least some 
of which should be familiar to the reader. 

(3.1) In any topological space, the property of being topologically closed is a 
closure property. 

(3.2) In any abstract algebra (group, ring, etc.), the property of being a sub- 
algebra (subgroup, subring, etc.) is a closure property. It is the property of 
being closed with respect to a certain class of operations. 

On the other hand, 

(3.3) In the family of metric spaces, the property that every fundamental 
sequence should converge to a limit, is a completeness property. 

(3.4) In commutative semi-groups,‘ the property of being a group is a com- 
pleteness property. 

(3.5) In rings of integrity,> the property of being a field is a completeness 
property. 

(3.6) In topological groups, rings, and vector spaces,® the property that every 
‘fundamental sequence”’ should converge to a limit, is a completeness property. 

(3.7) In partially ordered sets, the property that every subset should have a 
gr.l.b. and an l.u.b. is a completeness property.? 

(3.8) In (commutative) fields, the property of being ‘‘algebraically closed” 
is a completeness property.’ 

(In are-connected locally simply connected spaces, the property of being 
simply connected closely resembles a completeness property.) 


4. Similarity to closure. The formal similarity between completeness and 
closure can be clearly brought out by introducing the symbolism (within sys- 
tems A, B, --- of a given family): A > B to mean “B can be imbedded in A,” 
or ‘‘B is isomorphic (homeomorphic) with a subset of A;’”? A ~ B to mean “A 
is isomorphic with B” (it not being assumed that in all cases A D Band BDA 
imply A ~ B); A* to mean the complete system generated by a system A. 
Then it is known? that in each of cases (3.3)—(3.7), 





‘ By a commutative semi-group, is meant a system in which a binary commutative and 
associative operation a ¢ b is defined, such that a ° x = a ° yimplies x = y. 

5B. L. van der Waerden, Moderne Algebra, vol. 1, p. 39. Thus the ring of the positive 
and negative integers can be completed to form the field of rational numbers. 

6 [2] and [9]; these will be discussed in greater detail in Part II, §8. 

7Cf. H. MacNeille, Partially ordered sets, Harvard Doctoral Thesis, 1935. Also [5], 
p. 139, and MC, §15. 

8 Cf. B. L. van der Waerden, op. cit., vol. 1, p. 199. 

® Except in case (3.6). Here the first countability axiom of Hausdorff and (in the case of 
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E1: A* DA_ E2: (A*)* ~ A* 
E3: If A D> B, then A* D B*. 

It will be shown in the next section, that if a suitable explanation is attached, 
conditions (E) fully characterize completeness. 


5. The full characterization of completeness. The notion of completeness is, 
speaking in exact terms, one which concerns a family § of systems A, B,C, --- , 
in which zsomorphism is defined, satisfying 


I: Among the one-one correspondences a = b between the elements of two systems 
AeX and Be§®, certain ones are ‘‘isomorphic.”’ The correspondence carrying each 
aeA into itself is isomorphic; the inverse of any one, and the product of any two 
isomorphic correspondences are isomorphic (reflexive, symmetric and transitive 
laws of isomorphism). 

We shall also need for our characterization, the usual notion of an extension 
of a correspondence. One can define this notion as follows. 

Let ¢ be any one-one (or, for that matter, many-one) correspondence between 
a system B and a subset of a second system C. Let further 8 resp. y be any two 
one-one correspondences between B and a subset of a third system B, resp. C and 
a subset of a fourth system C;. Then a correspondence ¢* between B, and C, 
will be called an extension of ¢ if and only if ¢*(8(b)) = y ((b)) for every beB. 

One can now give a rigorous definition of completeness, in terms of isomorphic 
correspondences between different systems of §. By a completing correspondence 
will be meant a correspondence A — A* between the systems of §, satisfying 


El: A* DA. That is, there is an isomorphism a between A and a subsystem of A*, 
which is unique in the sense that any isomorphic correspondence A ~ A, can be 
“extended” to an isomorphism A* ~ (A,)*. 

E2: (A*)* ~ A*. That is, if A* is the correspondent of an Ae®, then a carries A* 
into all of (A*)*. 

E3: If A D B, then A* D B*. That is, any isomorphism w: b — w(b) between B 
and a subsystem w(B) of A can be extended to an isomorphism w* between B* and 
a subsystem w*(B*) of A*. 


One can strengthen E3 by requiring that E’3: #*(B*) be unique, or even that 
E3: #* be unique. E’’3 implies E’3, and also the uniqueness condition in E1. 

In cases (3.3)—(3.6), E’’3 holds; in case (3.8), E’3 holds but E’’3 does not; in 
case (3.7), not even E’3 holds. In all cases, E1—E3 hold. 


6. Exact connection between completeness and closure. In the present 
section, we shall show how to associate with every completing correspondence 
satisfying E’3, a closure property which reciprocally determines it. 





non-commutative groups) a ‘“‘completeness axiom”’ are used in proving completability. 
The irrelevance of the first countability axiom is shown in MC, §8. 
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DeriniTion 1: In E’3, by the closure Bs of B, is meant the common part 
B* 1 A of B* and A. (Unless E’3 holds, B, need not be single-valued.) 


THEOREM 1: Definition 1 defines a closure property within any system Ae. 

Proor: In case A = A%, this is evident since conditions (E) can be rewritten 
as conditions (C). In the general case, it follows by the principle of “‘relativiza- 
tion” enunciated in the last paragraph of §2. 


THEOREM 2: Any isomorphic correspondence preserves closure. 
Proor: This follows from the second half of condition El and Definition 1. 


Let us now agree to call a system A of § complete if and only if there exists a 
B* isomorphic with A. 


THEOREM 3: A complete system A* is closed in any containing system. Con- 
versely, any closed subsystem X of a complete system B* is complete. 

Proor: The first statement is true by Definition 1 and E3. The second 
statement is true since X = X* f (B*)* by hypothesis, and (B*)* ~ B*— 
whence the isomorphism taking X into X* takes it into the whole of X*. 


THEOREM 4: Any correspondence a completing any A of § maps it onto a“ dense” 
subset of A*. Conversely, any isomorphic correspondence B between a Be and a 
dense subset of any A* is a completing correspondence. 

Proor: By Definition 1, the closure of a(A) in A* is A* M A* = A’; this 
proves the first statement. Again, by the hypotheses of the second statement, 
A* = A* f) B*, whence B* = A*; this proves the second statement. 


It is interesting that in examples (3.3)-(3.7), but not in example (3.8), it is 
true that the only automorphism of each A* which leaves every element of A 
(regarded as a subsystem of A*) fixed, is the identical automorphism. 


THEorEM 5: The closure property associated with any completing correspondence 
(*) uniquely determines (*). 

Proor: Theorem 3 determines completeness in terms of isomorphic mappings 
and closure’; Theorem 4 determines completing correspondences A — A®* in 
terms of isomorphic mappings, closure (as reflected by denseness), and com- 
pleteness—and hence indirectly in terms of isomorphism and closure. 


_ Finally, it is evident that by paraphrasing conditions (E), one can discover 
exactly which closure properties are associated with completing correspondences. 


Society or FELLOws, 
HARVARD UNIVERSITY. 
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ON THE COMPLETING OF A HAUSDORFF SPACE 
By LAwRENCE M. GRAVES 


(Received May 22, 1936) 


1. The usual notion of completeness of a space depends for its expression on the 
presence of a notion of uniformity in the space. In a metrizable space a uni- 
formity is determined by a choice of a particular metric. In a topological group 
a natural notion of uniformity is present, since a complete system of neighbor- 
hoods may be obtained from the neighborhoods of the unit element.! A notion 
of uniformity is present also in any Hausdorff space having a family of coverings 
with certain properties. A postulational description of such a family of cover- 
ings is given in a recent note by Weil,? who also indicates briefly a process for 
completing such a space. When a countable family of coverings with these 
properties exists, the space is metrizable, and the postulates of Weil with this 
addition become quite similar and in fact equivalent to those used by Alexandroff 
and Urysohn*® in a metrization theorem. They are also closely related to 
Axiom I of R. L. Moore. Indeed the set of postulates stated in §3 below, con- 
stituting a modification of Moore’s Axiom I, (with the countability omitted), 
are equivalent to the assumptions of Weil. 

The author has used another set of postulates, given in §2 below, which are 
also equivalent to the assumptions of Weil. This set and the modification of 
Moore’s Axiom I were both suggested by the paper of Garrett Birkhoff, ‘‘ Moore- 
Smith convergence in general topology.’’> The system of neighborhoods employed 
in §2 is analogous to the system of spherical neighborhoods in a metric space. 
It is easily verified that such a space may be completed by a process quite 
analogous to the Cantor process for constructing the real number system out of 
the rational number system. Enough definitions will be given to indicate the 
procedure. 





‘See van Dantzig, Zur topologische Algebra I, Math. Annalen 107 (1932), pp. 587-626; 
also von Neumann, On complete topological spaces, Trans. American Math. Soc., 37 (1935) 
pp. 1-20. 

? Les recouvrements des espaces topologiques . . ., Comptes Rendus Acad. Sci., Paris, 202 
(1936) pp. 1002-1005. 

* Une condition nécessaire et suffisante pour qu’ un espace (&) soit une classe (9), Comptes 
Rendus Acad. Sci. Paris, 177 (1923) pp. 1274-1276, See also Fréchet. Espaces Abstraits, 
p. 220. 

‘See Foundations of point set theory, Amer. Math. Soc. Colloquium Publications, vol. 
XITI (1932), p. 6. 

* This number of these Annals, pp. 39-56. 
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2. Let is be a class of elements a, and let > be a relation on bot which 
is transitive and has the composition property of Moore and Smith.’ Let there 
be associated with the space ¥ of points x a system of point sets V,(x) such that: 

(I) Each V,(z) is a subset of ¥ containing 2. 

(II) o; > o2implies V,,(x) C V~,(x) for every x. 

(III) If x ¥ y, there is ao such that V,(x) does not contain y. 

(IV) Corresponding to each o there is an element o; such that if y is in V, (zx) 
then V,(r) ¢ V.(y). With the topology determined by the system of neigh- 
borhoods V,(x) the space X is a regular Hausdorff space, altho the neighborhoods 
V.(x) need not be open sets. 

In general we shall use small Greek letters for variables belonging to systems 
similar to the system (>>, >). Another system of neighborhoods N,(x), where 
w ranges over Q, is said to be uniformly equivalent to a system V,(x) satisfying 
postulates (I) to (IV) in case the system N,,(x) satisfies (I) and (II) and 

(a) to each o there corresponds an w such that N.(2) c V.(x) for every 2; 

(b) to each w there corresponds a o such that V.(x) c N,(x) for every zx. 

A directed set’ (xq) is said to be fundamental in case to every o there corresponds 
an a, such that a > a, implies 2, in V,(x,,). Two directed sets (x.) and (yg) are 
equivalent in case to every o there correspond a, and 8, such that x, is in V,(yg) for 
a>a,andgB>§8,. With this definition it is easy to show that it is sufficient to 
use directed sets (x,) whose index ranges over the set pa That is, every funda- 
mental directed set (yg) is equivalent to such a directed set (2,). 

The space & is said to be complete in case every fundamental directed set (2a) 
has a limit (in the sense of Moore-Smith convergence). If we consider the space 
3 whose points z are the equivalence classes of fundamental directed sets (zq) 
in the space X, it may readily be shown that 3 is always complete with respect to 
a properly chosen system of neighborhoods. Two (uniformly equivalent) 
systems of neighborhoods which are useful in the proof are defined as follows. 

1. Let U.(z) consist of all points w in 3 for which there exist fundamental 
directed sets, (xq) in z and (yg) in w, with yg in V,(r.) for every a and B. 

2. Let W.(z) consist of all points w in 3 such that for every pair of funda- 
mental directed sets, (x) in z and (yg) in w, there exist elements ap and Bo such 
that yg is in V,(x.) fora > ayand B > Bo. 


3. In this section we shall consider a space ¥ of points x with which is asso- 
ciated a system of subsets FE, of ¥ having the following properties.® 
(A) For each o, the sum of the sets E, having that index is the whole space %. 
(B) Ifo, > oz, every E,, is also an E,,. 
(C) If x isin a set E,, there exists a o; such that E,, is contained in E, when- 
ever E,, contains z. 





° A general theory of limits, American Journ. of Math., 44 (1922) p. 103. 

7 See Birkhoff, loc. cit., page 40. 

§ The range = of o is always assumed to have the properties mentioned at the beginning 
of §2. 
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(D) If xz # y, there is a o such that no set EZ, contains both z and y. 

(E) Corresponding to each o there exists a o; such that if S = [E,,] is a collec- 
tion of sets corresponding to o; and having a common point, there exists a 
set E, including every E,, in S. 

Another system of subsets F,, of ¥ is said to be uniformly equivalent to a given 
system having the properties (A) to (E) in case the new system has the proper- 
ties (A) to (C) and 

(c) to each o there corresponds an w such that every subset F,, is contained in 

some E,; 

(d) to each w there corresponds ao such that every E, is contained in some F,,. 

The equivalence of the two sets of postulates stated in §§2 and 3 with each 
other and with those of Weil is easily verified as follows. Given a system 
(X, V.(x)), we may classify as a set E, the interior of every V,,(x) for which 
o, 2>o. Asystem (X, E,) obviously constitutes a regular class of coverings in 
the sense of Weil. Finally, the sets x® of Weil constitute a system of neighbor- 
hoods Vz(z) satisfying the assumptions of §2. If we start with a system of any 
one of the three types and use the definitions just given in cyclic order, we arrive 
at a uniformly equivalent system of the same type. 

An extension of a property which is a part of R. L. Moore’s Axiom I and 
which was omitted from the postulates (A) to (E) of this section, is as follows. 

(F) Let (M,) be a directed set of closed point sets, such that M,C M,, when- 

ever a > a, and to every o there corresponds an a and a set E, such that 
M,C E,. Then the sets M, have a common point. 
It is not difficult to show that under the correspondences mentioned in the last 
paragraph, this property of a space is equivalent to the completeness defined in 
§2, and to the completeness defined by Weil. 

The property of completeness carries over to certain spaces of functions whose 
functional values lie in a complete space ¥ of the above type. Let 0 be an 
arbitrary set of elements q, and let § be the class of all functions F with domain 
© and range ¥. For each finite subset + = (q1, --- , gn) of O let the neighbor- 
hood U,.(F) consist of all functions G in § such that G(q;) is in V.(F(q:)) for 
each q; in w. Then, with a proper definition of the relation > for the com- 
posite index (x, o), the system [§, Ux.(F)] satisfies the postulates of §2, and 
forms a complete space. The same statements are true when the neighborhoods 
U,.(F) are replaced by another set of neighborhoods defined as follows. Let 
W.(F) consist of all functions G in § such that G(q) is in V.(F(q)) for every q in 
Q. Using the neighborhoods W.(F) we find that certain subspaces of § are 
also complete. We say that a set S in the space & is totally bounded if, for every 
o there exist points 21, --- , %,, in ¥ such that S is contained in 


Velar) +--+ + Volan) 


> Compare von Neumann, loc. cit., p. 8, Def. 6. 
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Then the space s consisting of all totally bounded functions F is complete, 
If Q is a topological space, the space §c of all continuous functions F is com- f LA 
plete. If Q has associated with it a system of neighborhoods satisfying the 
postulates of §2, the space §v of all uniformly continuous functions F is 


complete. 
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LA THEORIE GENERALE DE LA MESURE DANS SON APPLICATION 
A VETUDE DES SYSTEMES DYNAMIQUES DE LA 
MECANIQUE NON LINEAIRE 


Par Nicotas Krytorr et Nicotas BoGoLiouBoFF 


(Received December 5, 1935) 


INTRODUCTION 


Dans la théorie des systémes dynamiques un progrés trés important a été 
réalisé ces derniers temps gréce aux travaux de B. O. Koopman, T. Carleman, 
E. Hopf, J. v. Neumann et G. D. Birkhoff qui ont établi une série de théorémes 
remarquables dits ergodiques concernant certaines moyennes temporelles et 
leur connexion avec les moyennes spatiales pour une classe trés étendue de 
systémes dynamiques. 

La seule condition restrictive vraiment essentielle dans leurs recherches 
consiste dans l’existence d’une mesure invariante—la notion présentant une 
généralisation toute naturelle de celle d’un invariant intégral, utilisée jadis par 
H. Poincaré dans la démonstration de son théoréme classique sur Ja récurrence 
des mouvements dans les systémes de Liouville. 

Vu le grand intérét théorique des théorémes ergodiques et la variété de leurs 
applications physiques il était trés désirable d’étendre le domaine de la validité 
de ces théorémes sur les systémes pour lesquels aucune mesure invariante n’est 
donnée & priori. 

C’est avec les systémes dynamiques de ce dernier type qu’on a affaire en 
mécanique non linéaire dans différentes questions concernant les oscillations 
non linéaires. 

Afin de préciser le genre de problémes dont il est question dans cette science 
des phénoménes vibratoires, envisageons un systéme dynamique dont |’état 
est caractérisé 4 un instant du temps ¢ par un point P{2, --- x,} de l’espace 
euclidien n-dimensionnel E, et dont les mouvements sont régis par les équations 
différentielles de la forme 
1) Tt = Eilts, +++ 2a); k=1,---n. 
Nous allons dénoter par 7’ ,P le point de E, qu’occupe Al’instant ¢ le point mobile 
qui se trouvait 4 P dans l’instant initial ¢ = 0, la notation T,A, A étant un 
ensemble queleconque de E, ayant une signification analogue. 

Cela étant, remarquons que pour les problémes traités en mécanique non 


linéaire le systéme (1) n’admet pas ordinairement un invariant intégral de la 
forme 


| olcsy ++ teddy ++ dt, p>d0 
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et les seules conditions qu’il est possible d’imposer sans restreindre la généralité 
des applications pratiques sont les suivantes: 

I. Il existe un domaine D de Vespace E, (dans nombre de cas, trés importants, 
on a simplement D = E,,), tel que T,D C D pour t 2 0, dans lequel les fonctions 
X.(a1, «++ Xn) sont réelles, bornées et vérifient les conditions de Lipschitz. 

II. On peut trouver wn ensemble borné et fermé F C D de fagon que si P CD, 
alors pour les valeurs suffisamment grandes de t, T,.P C F. 

Ces conditions étant’ remplies envisageons l’ensemble Q des points w-limites 
des mouvements considerés, c’est-i-dire l’ensemble des points d’accumulation 
de T.P, (P CD, t > +). Il est clair en vertu de (II) que2 CF. En 
remarquant de plus que tout point d’accumulation des points w-limites est encore 
un point w-limite et que si P est un point w-limite, alors T,P,(— ©» <t < +a) 
sont aussi des points w-limites, on en conclut que @ est un ensemble fermé et 
invariant: 

Vu la relation 29 C F C D et en tenant compte de (I) on constate de plus que 
Q est borné et que le point 7,P est une fonction continue de ¢ et de P tant que 
—-a <t<+o,PCQ. Onaaussi T.,, = T;T; vu que les équations (I) 
ne contiennent pas le temps explicitement. 

Cela étant, envisageons le probléme de |’étude des mouvements sur Q, son 
importance étant accentuée par le fait que tout mouvement consideré P — TP, 
(P CD) est asymptotique 42 pourt > + ~. 

Or, ce probléme, d’aprés ce qui vient d’étre dit, est équivalent 4 l’étude du 
groupe monoparamétrique continu 7’, des automorphismes de QQ. 

Ayant en vue la possibilité de l’extension des résultats que nous allons obtenir 
aux systémes dynamiques 4 une infinité de degrés de liberté nous généralisons 
maintenant en quelque sens le probléme posé en admettant que Q, au lieu d’étre 
un ensemble borné fermé de l’espace euclidien n-dimensionnel, est un espace 
métrique et compact quelconque. 

C’est sous cette derniére forme que le probléme posé sera discuté dans le 
présent mémoire. 

Le résultat fondamental que nous allons démontrer et dont les autres ne sont 
que des conséquences plus ou moins directes consiste en ce qu’il est toujours 
possible de construire dans 2 des mesures invariantes! et méme des mesures 
transitives.? 

Pour la démonstration de ce résultat nous aurons besoin de quelques théorémes 
de la théorie genérale de la mesure, surtout de ceux qui se rapportent 4 des suites 
infinies de “mesures” et nous les réunirons dans le paragraphe 1. 

Le paragraphe 2 contient la démonstration des résultats fondamentaux de ce 





1 Nous dirons qu’une mesure m définie dans l’espace Q est invariante si pour tout en- 
semble A ona 


m(T,A) = m(A). 


* Nous dirons qu’une mesure invariante m est transitive s’il est impossible de séparer 2 
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en deux ensembles invariants m-mesurables Aj, As, sans points communs, tous les deux de | 


m-mesure positive: m(A,) > 0, m(A2) > 0. 
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mémoire et le paragraphe 3—un résumé abrégé et un essai de |’interprétation 
physique de ces résultats. 


§I 
Soit 2 un espace métrique. Nous dirons qu’une fonction d’ensemble ¢(A) 
bien définie pour tout A C Q est une mesure si elle vérifie les conditions suivantes: 
1) y(A) 2 0;si A est l'ensemble vide: g(A) = 0. 
2) ¢(A}) < g(Ae) sl A; & Ao ° 
3) Si A est la somme des ensembles A, : 


rr. ae 


alors 


:» g(A,). 


n=1 


g(A) 


IA 


4) Sila distance entre les deux ensembles Aj, A2 est positive: 


p(A,, As) > 0 


on a 
g(Ai + Az) = ¢(A1) + (Ad). 
5) Pour tout ensemble A on a 


g(A) = lim. inf. g(0) 
AcO 
ou O sont des ensembles ouverts. 
De telles fonctions d’ensemble ont été étudiées par exemple dans le traité 
Theorie der reellen Funktionen de H. Hahn qui les a surnommées les “Inhalts- 
funktionen.”’ 


Suivant Carathéodory on dit qu’un ensemble A est ¢-mesurable si la relation 
g(W) = g(AW) + oW — AW) 


a lieu pour un ensemble arbitraire W. 
On sait que ¢ est absolument additive pour les ensembles g-mesurables, c’est-a- 
dire que si A, , (n = 1, 2, --- ) sont des ensembles g-mesurables respectivement 


sans points communs, alors l’ensemble A = }>_*_,A,, est aussi g-mesurable et 
ona 


g(A) = s g(A,). 


On sait de plus que les ensembles* (B) sont toujours ¢-mesurables. 
Soit f(P) une fonction du point P de l’espace 2; dénotons comme d’ordinaire 
par E[f(P) < a] l'ensemble des points de & vérifiant l’inégalité 


f(P) Sa 





* On les appelle aussi quelquefois les ensembles mesurables (B). 
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les expressions Ela < f(P)], Ela < f(P) S f] etc. ayant une signification ana- 


logue. 7 
On dit que la fonction f(P) est -mesurable si les ensembles 


E(f(P) sa], Ea < f(P)] 


sont g-mesurables quel que soit le nombre réel a. On définit alors l’intégrale 
de Radon 


[ 1@ a0 


d’une fonction g-mesurable par le méme voie que |’intégrale ordinaire de Le- 
besgue dans les cas particuliers biens connus. 

Comme d’ordinaire on appelle une fonction f(P) une fonction ¢g-sommable si 
elle est g-mesurable et si l’intérgale 


[ 112) ide 


admet une valeur finie. 
Dans ce mémoire nous ne considérons que des mesures bornées, c’est-d-dire 
des mesures vérifiant l’inégalité 


g(Q2) < 


et dans la suite cette condition ne sera pas mentionnée explicitement. 
Nous allons considérer spécialement les mesures qui vérifient une condition 
plus particuliére 4 savoir 


(2) = 1. . 


De telles mesures seront dénommées dans la suite les mesures normalisées: 
dans la théorie moderne de probabilité on les appelle aussi les mesures de proba- 
bilité, “probability measures.”’ 

Cela étant, remarquons que les fonctions continues et uniformément bornées 
sur 2 sont évidemment ¢g-sommables. 

Dans le cas particulier ot Q est compact on voit que toute fonction continue 
est par cela méme uniformément continue et uniformément bornée. 

Comme il est bien connu les fonctions g-sommables possédent la propriété 
suivante, appellée quelquefois 


LA THEOREME DE L’APPROXIMATION: 


Etant donné une fonction y-sommable f(P), il est toujours possible de faire 
correspondre a chaque nombre positif « une fonction continue et uniformément bornée 
sur Q, f.(P) de facon que 


| I f(P) — fAP) | de < 
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De ce théoréme découle le 
LemMeE: Si la relation 


(1) [ sede = [ seve 


a lieu, ¢1, ¢2 lant des mesures, quelle que soit la fonction continue f(P) uniformé- 
ment bornée dans Q, alors on a identiquement 


Yi = $2. 


DEMONSTRATION: Vu que la relation (1) a lieu pour toute fonction continue, 
uniformément bornée dans Q, elle aura lieu aussi, en vertu du théoréme de 
l’approximation, pour la fonction 


O étant un ensemble ouvert, car cette fonction fo(P) est A la fois gi- et ¢:-som- 
mable. 
Done 
gi(O) = ¢2(0) 


et cela quel que soit ]’ensemble ouvert O. 

Par conséquant, vu la relation (5°) les mesures ¢; et ge sont égales pour un 
ensemble quelconque. 

En partant de ce lemme nous proposons la 


D#FINnITION I. Une suite g,, (n — ©) de mesures s’appelle convergente s’il 
existe une mesure ¢ telle, que la relation 


[140 [ 440 


a lieu quelle que soit la fonction continue f uniformément bornée sur ©. 
Le fait de la convergence des mesures sera indiqué 4 l’aide de la notation 
ordinaire 


Yn 7 Y; (n— 0). 


Dérinition II. Un ensemble M des mesures s appelle compact si de chaque 
suite ¢,, (n = 1, 2, --- ) de mesures appartenant 4 M il est possible d’extraire 
une suite convergente. 

Le résultat fondamental que nous avons obtenu dans |’étude des suites infinies 
des mesures est exprimé par le théoréme suivant. 

THtorEME I. Tout ensemble des mesures normalisées est compact si l’espace 
métrique Q est compact. 





*Ce théoréme présente au fond une extension appropriée de quelques théorémes dé- 
montrés par S. Bochner, Math. Ann. 108. (1933) p. 289 dans le cas de l’espace euclidien 
n-dimensionnel. 
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Avant d’aborder la démonstration de ce théoréme établissons préalablement le 
LEMME suivant: On peut construire un systéme dénombrable o d’ensembles 

mesurables (B) de fagon que Q lui-méme soit un élément de o et qu’d chaque nombre 

positif € il soit possible de faire correspondre un entier positif n, tel, que tout élément 

de o pourrait étre présenté comme la somme de pas plus de n, éléments de o deux a 

deux sans points communs et dont le diamétre ne surpasse pas e. 
D£MONSTRATION DU LEMME. Envisageons un nombre d’ensembles de 


Vespace 2 
Ai,::: A, 
1,--- 22? —1;p =1,--- ra Taide du 


et construisons les ensembles FE‘); k 
procédé d’itération suivant: 


EY) = Ai, 

E\) = A, — A2A1, 
EY = AeA), 

E®) = Az — AsA1, 


E(t) ii E) — Apu E)-k =1,...2?—1, 
E\?+) = Ags: El?) -on3 & = 27, --- Qrtt — 2, 


Et) = Apy _ Apu (EY?) + a + EY); k = - _— 1. 


Posons 
E\) = &; bw i. 4 


et remarquons que ©; n’ont pas deux 4 deux des points communs, que tout & 
est intérieur 4 un (au moins) des ensembles A, et que tout A; est la somme d’un 
nombre des ensembles GC,. 

D’ici il s’ensuit entre autre que les diamétres de ©, ne surpassent pas le 
diamétre maximal de A,. 

D’autre part si les ensembles A, sont fermés alors ©; sont des sommes finies 
d’ensembles ouverts et fermés. 


Le systéme d’ensembles {G,, --- Gsr1} sera appellé dans la suite le systéme 
séparable par rapport au systéme {A,, --- A,}. 
Cela étant, considérons une suite des nombres positifs 61, 52, --+ , Sm, °° 


qui tendent vers zéro: 6, — 0(m — «) et dénotons par S%” l’ensemble des 
points de 2 dont la distance au point P n’est pas supérieure A 4 dm. 

Or, l’espace 2 étant compact, 4 chaque m nous pouvons faire correspondre 
un systéme des points 


(m) ( 
PY, .-- Pe 


Se Na 


gs SNe 
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de fagon que tout point P C Q appartient au moins A un sphéroide 


(m) 
Spm, k= 1, °° Mm. 


Soient maintenant 
( (m) 
Vo, 22 Vm 


les ensembles qui forment le systéme séparable par rapport au systéme des 
ensembles fermés 


(m) (m) 
Se™, oe ahd Spi). 


On constate alors que V‘”” sont (B)-mesurables, qu’ils ne possédent pas deux 
4 deux des points communs et que 


2) 2= VP; dV) <4; k= 1,-++ 8m. 


k=1 
Cela étant, considérons le systéme o des ensembles 


(ky = 1, +++ Sm 


1 


k, = b, o+* & 
Q, at Gas Vir, od 4 my - 1, 2, ila 


q 


m, = 1,2, --- 





. g=1,2,--- 


Ce systéme est évidemment dénombrable et ses éléments sont les ensembles 
mesurables (B). 


Fixons 4 présent un nombre positif ¢ et prenons le nombre entier m de facgon 
que 6m S «. 


Soit U un élément de co; on a d’aprés (2) 
U= > ov; dUuv) si. ¢; k= 1, --+ 8. 
k=1 
Or, d’aprés la structure méme du systéme o on voit bien que tout 
UV’ Co. 


Ainsi, vu que UV‘ sont deux & deux sans points communs, le lemme est 
démontré. 


Reprenons maintenant la démonstration du théoréme I et soit gn, (n > ©) 
une suite queleonque de mesures normalisées. 
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Or, le systéme o étant dénombrable, il est toujours possible d’extraire de la 
suite (n — ) une suite (mn; — ©) de fagon que ¢n,(U) converge pour tout 
élément U de oc. Posons done 


3) a(U) = lim ¢,,(U). 


D’ici on peut voir que la somme 
a(Ui1) + --- + 0(U;), 
U,,--- U, étant des éléments de o deux 4 deux sans points communs, ne 
dépend pas du mode spécial de la présentation de l’ensemble U; + --- + U, 
sous la forme d’une somme d’un nombre fini d’éléments de o. 
C’est-a-dire on a 


4) 0(U;) + ++» + 0(U,) = Ui) + --- + 0U,) 

sl . 

5) Uit---+U,=U; +--+ 0, 

ot U{,--- U; sont des éléments de o deux A deux sans points communs. 


De (5) il s’ensuit que 
gn(Ur + +++ + Us) = om(Ui + +++ + U4) 
d’ot, en tenant compte de la (B)-mésurabilité des éléments de a, 
gn(Us) + +++ + ¢n(U2) = @n(U1) + +++ + en(U 4) | 


et d’ici en passant 4 la limite d’aprés (3) on regoit la relation (4). 
Cela nous donne la possibilité d’étendre le champ de définition de 6 a tout 
ensemble A qui est une somme d’un nombre fini d’éléments de co. 
En effet pour un tel ensemble A nous pouvons trouver des éléments de «: | 
U;, --- Us, deux 4 deux sans points communs, de fagon que 


6) A=U,+.--- +0454. 
Posons alors par définition 
6(A) = 0(U,) + --- + (Us) 


en remarquant que cette définition est bien déterminée, vu que cette somme 
ne dépend pas du mode spécial de présentation de A sous la forme (6). 
Dénotons maintenant par $t le systéme’ des ensembles formés des sommes 
finies des éléments de o. 
On voit bien que si® A; € Mt et Ase Mi, alors Ai + Ao € Me. 


R71 7a ETRE ng SER oR 





ae Noon ten ae 


5 Nous supposons que l’ensemble vide A est aussi un élément de I en posant: 6(A) = 0. 
6 Le signe ¢ dans la formule A ¢ 9 exprime que A est un élément de l’ensemble M, le 
signe ordinaire C dans la méme formule exprime que A est contenu dans M, c’est-A-dire 
que A est un élément de 2 ou un sous-ensemble de I. Dans notre mémoire nous allons | 
utiliser le signe « quand il s’agira d’ensembles dont les éléments sont eux-mémes de cel- [7 
tains ensembles. E 
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Il est évident aussi que 


7) 6(A) = lim ¢,,(A) pour tout A eM 


et que 6 est additive, c’est-d-dire 
6(A; + As) = 0(A1) + O(A2) quand Ai € M, Ase Met AiAe = A. 
On peut affirmer enfin que 
0 < (A) £1, si A eM 
0(Q) = 1. 


8) 
Soit maintenant O un ensemble ouvert de l’espace Q. Envisageons les 
éléments A du systéme 2 qui vérifient la relation 
ACO, 
(A désignant comme d’habitude la fermeture de A) et posons par définition: 
¢g(O) = lim. sup. (A). 


On trouve alors d’aprés (8) 


9) g(2) = 1 

et 

10) g(0) 2 0. 
Montrons 4 présent que 

11) ¢(0;:) S (Or), si O, C Op. 


En effet & chaque nombre positif « nous pouvons faire correspondre un élément 
A; de I de fagon que 


A,CO,, (01) S (Ai) + « 
et d’ici il s’ensuit 
A, CO, CO, 
de sorte que 
6(A1) S ¢(O2) 
done 
9(O:) = o(O2) + «. 


Or, ¢ étant arbitraire cette inégalité démontre (11). 


Démontrons de plus que si 0:, Oz sont des ensembles ouverts de |’espace Q, 
alors 


12) (Or + 02) < o(0,) + (Oy). 
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En effet, en fixant un nombre positif « prenons un élément A de St de fagon que 
13) A CO; + 02, g(O; + Oc) — € S HA). 


Il est clair qu’on peut fixer un nombre positif 6 tel, que si P C A, alors une au 
moins des relations a lieu: 


Soe 


Sic O0,; SCO, 


ou S2 est l’ensemble des points de Q dont la distance au point P ne surpasse pas 
5 (un sphéroide). 

En effet dans le cas contraire il existe une suite des points P,, C A, (m— o) 
telle que 


p(Pm, 2 — 0;) 0, (n— &), p(Pm, 2 — Os) + 0, (m > ~) 


ou p(P, EF) dénote la distance entre le point P et l’ensemble E. 
Soit P,, un point d’accumulation de la suite P,, (m— ©). 
On a 


p(P,,, 2 — O;) = 0, p(P,,, 2 — Ov) = 0 
d’ou, vu que 
2 — O,,2 — O, sont fermés, on conclut 
P, CQ — Oy, P. CQ — Or. 
Or, d’autre part 
P, CA CO:+ 02 


une au moins des relations 


et cela est impossible car les ensembles i 

at+e% *-h, 86h, N 

n’ont pas de points communs a eux tous. 4 

Ainsi soit 6 un nombre positif tel, que si P C A, alors une au moins des rela- © 

tions 4 

Sico;; sicd 

a lieu. ; 
Remarquons qu’en vertu de la propriété fondamentale des éléments de ¢ 

on peut trouver des éléments U;, --- U; de o de fagon que e. 

i 

A=Ui+---+U.; d(U;) S35; k=1,---8 ; 

& 

Or, d’aprés ce qui vient d’étre démontré, pour chaque valeur de k = 1, --- 8 [7 


U, COs, U, C Op 


a lieu. 
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Par conséquent les ensembles 
A, = AOD; 
Az = A(O2 — 020)) 
sont des éléments du systéme Jt et on a 
A, CO; 
A, © 0,' 
Done de (13) on obtient 


14) A = Ai + Az; AjA2 = A. 


g(O1 + O2) — € S @(A) = O(Ai1) + O(A2) S 9(O1) + ¢(O2) * 


et cela démontre la relation (12), vu que e est arbitraire. 
En raisonnant par induction nous pouvons montrer maintenant que 


15) o(¥ 0.) = ¥ ¢ 0», 
O, étant des ensembles ouverts quelconques. Cela étant, démontrons 
l’inégalité limite 
16) (X 0.) < = ¢(0,). 
Supposons en effet le contraire, 4 savoir, que 
(> 0n) > x g(0,). 


L’ensemble 


étant ouvert il est possible donc de trouver un élément A du systéme Nt de fagon 
que 


17) AcO; A)> > ¢(0,). 
Or, il est clair qu’il existe un tel entier positif et fini m que 
Ac . On, 
car dans le cas contraire il existe une suite de points P,,, (m — ©) tels, que 


e © é. PnCQ— > O, 


n=1 
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et le point d’accumulation P,, de cette suite appartient a la fois A A et AQ —0: 
P_<¢ A, P,c 2-0 
ce qui est impossible puisque A C O. Prenons donc un tel m; nous aurons 
WA) < o( 3 0) 5 Y oO 
n=1 n=1 


et par conséquent d’aprés (17) 


™m 


> ¢(0,) > > e(On) 


n=1 
ce qui est absurde en vertu de (10). L’inégalité (17) est donc démontrée. 
Démontrons enfin que si 0; et Oz sont deux ensembles ouverts sans points | 
communs alors 


18) g(O1 + Or) = 9(01) + (O02). 


En effet, dans le cas contraire en tenant compte de (12) nous aurions di 
poser 


g(O: + O2) = g(01) + (O02) — p, ot p > 0. 
Prenons alors deux éléments Ai, Az de Jt de fagon que 
A, CO, A, KO» 
e(O1) S 0(A1) + 4p, e(O2) + Zp. 
Or, Ai, Az n’ayant pas de points communs, on obtient 
¢(O:) + ¢(O2) S 0(Ai + Az) + 3p. 


er ENN mo RBIET. a 


D’autre part, 


O(Ai + Az) S o(O; + Or) 4 


et nous voila arrivés 4 une contradiction. e 
Ainsi nous avons établi que la fonction d’ensemble o(O) définie jusqu’ici pour © 
les ensembles ouverts de l’espace vérifie les relations (10), (11), (16) et (18). 
Done d’aprés un théoréme de H. Hahn, si l’on étend le champ de la définition 
de y, en posant pour un ensemble quelconque A de |l’espace 2: 
¢(A) = lim. inf. ¢(O) 


ODA 


REPS AE Eee 


eis 


alors ¢ sera une “Inhaltsfunktion,” ¢’est-a-dire satisfait aux conditions (1°)-(5') 
de ce paragraphe. 

Par conséquent, vu l’égalité (9), ¢ est une mesure normalisée. 

Nous voyons maintenant que pour compléter la démonstration du théoréme 
(1) il suffit d’établir que 


19) [ taen— [fae 


quelle que soit la fonction continue f(P) du point de l’espace 2. 
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La relation (19) étant évidente pour f(P) = const., il nous reste 4 la démontrer 
pour f(P) non constante. 


Soit m la valeur minimum et M la valeur maximum de f(P) dans |’ espace 2. 
Envisageons le segment 


I = [m, M] 
et soit a un nombre appartenant 4 ce segment. Alors, vu la continuité de f(P) 
l’ensemble 
= E[f(P) = a] 


est fermé. On a de plus 
Ca Ca = A, sia’ ~ a”. 


Par conséquent, quels que soient les nombres différents a; , 
segment J, nous aurons 


20) p » g (Ca,) -“ 


Soit J* C I l’ensemble des valeurs de a pour lesquelles 


- a, tirés du 


¢( €,) > 0. 


On constate d’aprés (20) que cet ensemble 7* est dénombrable et par suite 
le complémentaire J—J* est partout dense dans I. 


En fixant a l’arbitraire un nombre positif ¢ il est done possible de choisir dans 
I — I* différents nombres 


M,--+ ds 
tels, que 


|m — a| S de, | ai — ae| S fe, --- |a, — M| S fe. 
Envisageons les ensembles ouverts 
O, = E[f(P) < a] 
= Ela, < f(P) < a] 
Ou. = Ela, < f(P)] 


et remarquons qu’on a évidemment 


2 = O; + Gai + O2 + Cae + nee + Cas + Ocse. 
Or, les ensembles 


Or, Cai, te Gas, Osi 


n’ont pas deux & deux de points communs et d’autre part vu le choix des valeurs 
de a,: 


o(Ga,) = --- = o(G.,) = 0. 
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Done 
21) 1 = 9(0:) + --- + ¢(Oc4). 
Soient maintenant 
O1,++-0, (fF Ss +1) 
ceux des ensembles 
—— 
dont la g-mesure (c’est-d-dire la valeur correspondente de ¢) est positive. 
On voit que 0}, --- 0. sont deux A deux sans points communs et qu’en vertu 
de (21) 
22) (01) +--+ +¢0,) = 1 
On a de plus 
23) |S(P) — fQ | $ 46 si P CO.,Q CO; k= 1,--r, 
D’autre part, vu que les ensembles | ee 0! sont ouverts on peut choisir les 
éléments Ai, --- A, du systéme Jt de fagon que 
24) A,CO;, (01) = (A) 290.) —25 k=1eet 


ot l’on a posé pour abréger 


. m. € 
” 7 12r max |f |’ 
Cela étant, en vertu de (7), il est possible de fixer un entier n* tel, que l’inégalité 
26) p> | (Ax) — gn,(Ax) | S 19 
-=1 


ait lieu pour tout 
MN = n*. 


D’ici, en tenant compte de (24), on obtient 


r 


12 > gn (Ax) 2 1 — 2rn; m 


k=1 


IV 
3 
* 


Done, d’aprés (23) 


S je + 2ry max | f | 








rf f(P)den, —  flPden (Ai) 


ou P; sont des points quelconques appartenant respectivement aux Ax. 
Cette inégalité donne, en vertu de (26): 
[ S(P)den, — Dd) f(Pi)0(Ax) 
.f k=1 


27) < fe + 3rn max | f |. 
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D’autre part, de (22), (23) et (24) on conclut que 


| f(P)de — & APA») [ f(P)dg — - S(Pde(O;) 


lA 











k= 


28) 
+ p> | f(Px) |{e(Oz) — 0(A,)} S Fe + ry max | f |. 


En combinant (27) avec (28) on obtient finalement 


| [ 1PIAe - [ 1H 6) < 3e + 4rn max |f| = €, quand m = n* 
Q 2 
ce qu’il nous restait 4 démontrer. 


CorOLLAIRE. De ce qui vient d’etre démontré il s’ensuit que tout ensemble 
de mesures uniformément bornées est compact si l’espace métrique Q est compact. 

En effet, si gn (n — ©) est une suite de mesures uniformément bornées on voit 
qu’on en peut extraire une suite gn, (m — ©) telle, que les nombres ¢,,(Q) 
tendent (pour m; — ©) vers un nombre fini a. 

D’autre part, la suite gn,/¢n,(Q) étant une suite de mesures normalisées nous 
en pouvons extraire une suite ¢,,/y¢,,(Q) convergente vers une mesure norm- 
alisée WV: 


a —V (m— ~) 
et, vu que 

Pn(Q) >a (m2 — ~) 
nous obtenons finalement 

Yn, 7 av (m— ~). 


Dé£riniTion III. Etant donné une suite de mesures ¢,(m — ©) nous dirons 
qu’une mesure ¢ est une fonction limite (ou une mesure limite) de cette suite si 
l’on peut en extraire une suite gp, (m1 — ©) convergente vers la mesure ¢. 

Tuforime II. Si une suite compacte de mesures ¢,(n > ©) ne posséde qu’une 
seule fonction limite ¢, alors 


gro (n— ~). 


DfémonstraTIon. Supposons le contraire. Alors, d’aprés la définition de la 
convergence on voit qu’il existe une fonction continue f(P) uniformément 
bornée sur Q, une suite gn, (m1 > ©) tirée de la suite considérée et un nombre 
positif ¢, tels que 


29) | [ 10. — [ HPrie| > (m— &). 














een te 
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Or la suite yg, étant compacte, nous pouvons extraire de la suite gp, une suite 
Yn, (ng — ©) qui converge vers une mesure limite laquelle ne peut étre autre que 
y en vertu des conditions du théoréme et cela est incompatible avec (29). 


Nous voulons maintenant signaler que la condition de la compacité de l’espace 
métrique Q, intervenant dans la démonstration du théoréme I, ne pourrait étre 
écartée. 

Dans cet ordre d’idées nous allons démontrer le théoréme suivant. 

TutoriME III. Si l’espace métrique Q n’est pas compact alors il est possible 
de construire une suite de mesures normalisées qui ne soit pas compacte. 

D&MONSTRATION. L’espace 2 n’étant pas compact il est possible de construire 
une suite décroissante d’ensembles fermés 


30) Fi DF,D.--- DF,D--- 

non vides et situés dans Q qui ne possédent aucun point commun 4 eux tous. 
Construisons alors une suite de mesures normalisées ¢, (n = 1, 2, --- ) de 

fagon que 

31) ¢n(F,) = 1, gn(Q — F,) = 0. 


Nous allons démontrer que toute suite de mesures normalisées ainsi construite 
n’est pas compacte. 

A cet effet supposons le contraire. 

Dans ce cas il serait possible d’extraire de la suite g, une suite gp, (m1 > ©) qui 
converge vers une mesure normalisée ¢: . 


gn > 9 (m— ~),. 
Considérons les fonctions continues et uniformément bornées 
P, F,) 
p) = 2, Fo. k =1,2,-. 
Sil ) 1 + (P, F,) ’ 


et remarquons que 


~ fi(P) = 0,si PC F, 


fi(P) >0,siP CO, =Q— Fy. 


Alors pour tout entier positif k: 
[ fi(P) den, | Si(P)de (m — ©). 
Or, en vertu de (31) et de (32) 
[ Si(P)deon, = 0, quand n = k. 
Done 


[ filP)de = [ sente = 0 


OEE niente ett eae 


napa a aie cane en ea 
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d’ou l’on tire, en tenant compte de (32), 
33) e(Ox) = 0, k= 1,2,.... 


D’autre part, la suite (30) ne possédant aucun point commun A tous les 
ensembles F;, on s’assure que 


=0,+0.+.---+0,4+.-- 


et par conséquent 


1 = o(2) S 9(O;) + o(O2) + --- + 9(0,) + --- 


ce qui est incompatible avec (33). 


Nous allons donner 4 présent un critére permettant de juger si un ensemble 
donné de mesures est ou n’est pas compact dans le cas trés important ot l’espace 
métrique Q est ce que nous appellerons semi-compact (tel sera par exemple 
l’espace euclidien n-dimensionnel £,). 

DérFiniTion IV. Soit S, (n = 1, 2, ---) l’ensemble des points d’un espace 
métrique Q, qui vérifient l’inégalité: 


e(P, Po) Sn 


ol Po est un point fixé quelconque de l’espace 2. Nous dirons que l’espace 2 
est semi-compact si S, est compact quelle que soit la valeur positive de |’entier n. 

THtorEME IV. Soient donnés un espace métrique semi-compact Q et un en- 
semble It des mesures uniformément bornées. Si a chaque nombre positif « nous 
pouvons faire correspondre un entier positif n de facon que 


e(Q saad Sn) Se 


pour tout » « Mt, alors M est compact. Dans le cas contraire M est non compact. 

DéMonsTRATION. La premiére partie de cette affirmation peut étre établie 
en appliquant convenablement les raisonnements intervenants dans la démonstra- 
tion du théoréme I. 

Pour démontrer la 2-e partie, remarquons que dans ce cas nous pouvons 
choisir un nombre positif ¢ et une suite ¢,(n — ©) extraite de l’ensemble 2 de 
facon que 
34) lim. inf. gn(Q — S,) 2 €; r= 1% --- 

Montrons que la suite ¢, est non compacte. 

A cet effet, en supposant le contraire, envisageons une suite gn, (m — ©) con- 
venablement extraite de la suite ¢,, qui converge vers une mesure ¢ et construi- 
sons les fonctions continues uniformément bornées: 


(P, Si) 


- flP) = TP, Si)’ 
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Nous aurons d’aprés la définition méme de la convergence 





[ s0Prvten — f fcP rae (ms «> 





Or, en vertu de (35), 


[ 10? > 4on(Q — Sr41), [ n0Prae S o(2 — S;). 





















Done, en tenant compte de (34), on obtient 2 
36) g(Q — Sx) 2 $e; k=1,2,.-.. et 
D’autre part, vu que 
= 8 + (Se — Si) + --- + (Sat — Sn) + => 
on conclut que 
| o(S:) > o()(k > @) 
d’ou il s’ensuit 38 
g(2 — Si) = (2) — o(S:) 
ou 
et cela est incompatible avec (36). 
Nous allons maintenant appliquer ce théoréme 4 un exemple important se 
rapportant 4 la théorie des fonctions d’une variable réelle 4 savoir & la théorie du 
spectre harmonique.’ 
Considérons une fonction F(t), de la variable réelle ¢, (F(t) pouvant prendre 
des valeurs complexes), uniformément bornée et uniformément continue sur 
l’axe réel et envisageons une suite de mesures =; 
4 
: f* g fat  F 0 
S.(A) = p | Fie’ © dt} (wow @&); r, 
Q2nx ® Jo 
—— 
on 0 





! définies dans l’espace (métrique et semi-compact) 2 = E,, c’est-a-dire dans 
l’intervalle (— 0 < y < + o), A étant un ensemble de cet intervalle, des 
nombres entiers positifs et négatifs, 7 = +~/—1. 

A cet effet remarquons qu’en vertu du théoréme IV cette suite est compacte® 
















7 A ce sujet voir N. Wiener “‘Generalized Harmonic Analysis,’’ Acta Math. 55: 2-3 et 8. 

Bochner “‘Monotone Funktionen, Stieltjesche Integrale und harmonische Analyse,’’ Math. 
Ann. Bd. 108, p. 378. 

8 Les mesures S, sont uniformément bornées car 






So(Q) = [° | F(t) |? dt < Max | F(t) |2. 
/0 
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si 4 chaque nombre positif ¢« on peut faire correspondre un nombre positif R tel, 


qu’uniformément en o > ©: 
\2 
> I: [ Fei = dt) <. 


et c’est justement cela que nous allons établir. 
En fixant 4 l’arbitraire le nombre positif ¢ prenons le nombre positif 6 tel, que 


37) | F(a) — F(t) | S 4 Ve, quand | —t:| <6 


et posons 


2 


F;(t) = ; J ™ F (t)dt. 


On a alors, d’aprés (37) 
og — Fi(t)| Si Ve 


38) 
\lskve lrtol sm 
6 
ou 
M = max | F(t) |. 
D’autre part 
1 goes, 1 w , 2nr , 
- ” F(t) e? eo dt=- F;e’ © ‘at+= “IF — File’ “oO 
® Jo ® Jo 
2nr ,2nr, 
Fay Halu) — FO - gt [Se OP s it a 4 2 ire. Filet 
ips que 


[A+ B+CPS3{/AP+/BP+/CP} 











on obtient 
x AA Fei « ‘atl <3 p | Fy(w) — Fs(0) |? 
2nnx | @ Jo in 2 4n°n* 
aes [A/a 
1 "ap, g22t, 
7s 47?n? / dt . - 








a 





+3 Bowlink [F — a ae « 
| =2*| 
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dF; |? 


d 
dt , 


< 3| Fs(w) — F3(0) |? 


Rw 
tele 
Ro? R? w 0 
3;° . 3e Mv 3e 3 
+3 / |F—-FsPdts et oor + ae 4° 
Si l’on prend donc RF si grand que 


3. M 
onR + InbdR 


o _2nr 2 
2 Brads ta <e 
® J0 


a >R 

















— 





lA 





4 ’ 





on recoit 








w 





et cela indépendamment des valeurs (réelles) de w. 
Ainsi la suite considérée des mesures S,,(w — ©) est compacte. 
DéFiIniTI0ON V. Une mesure S(A) définie dans l’intervalle 






(— 0 <v< +) 





est appellée la mesure spectrale relative 4 la fonction F(t) si cette mesure est une 
mesure limite de la suite compacte S,(A), (w — ©). 

THtoriME V.° Soient données une fonction F(t) uniformément bornée et uni- 
formément continue sur tout axe réel et une mesure spectrale S relative a cette fonc- 
tion. Alors de la suite w —> © il est possible d’extraire une suite w, — © telle que 


@1 +e 
im 2 [ P+) PG) ar = | et dS 
wo W1 J0 —0o 
ow F(t) est la fonction conjuguée a F(t). 
D£MONSTRATION. En effet, en vertu de la définition méme d’une mesure 
spectrale, on s’assure que de la suite w — © il est possible d’extraire la suite 
w, — © de fagon que 















Su, > So > ©) 





d’ou |’on obtient 





+00 +0 
et dS. et dS (a, > @). 


io] —3o 





Or, on a identiquement: 


+00 @1 
/ e” dS, = 2 / F(t + 7) F(r) dr 
= 1 Jo 


00 














*V. le mémoire cité de 8. Bochner oi se trouvent des théorémes plus généraux relatifs 
4 la théorie du spectre harmonique. . 






co 


rel 
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val 
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ou l’on a posé 
F(t) = Fd, si0 St<w 
F(t + w) = Fd), —-a <ti<c4to, 
D’autre part, 


4 I ” Balt + 1) P(x) dr — = [ "Pt + 1) P(x) dr| < 21M 


® Jo 1 J0 @) 


IA 





ainsi, finalement 


@1 +0 
1 / Ft+2) Pdr |e" dS > @). 
® Jo —o 


DériniT10n VI. Nous dirons qu’une fonction F(t), uniformément continue 
et uniformément bornée sur tout l’axe réel posséde un spectre bien défini s’il existe 
une et une seule mesure spectrale relative 4 F(t). 

THtorEME VI. Pour qu’une fonction F(t) uniformément continue et unifor- 
mément bornée sur tout l’axe réel posséde un spectre bien défini il faut et il suffit que 
la suite des fonctions 


1 [e+ Pedro 0 
® Jo 


converge pour toute valeur de t vers une fonction limite. 
DEMONSTRATION. Pour démontrer ce théoréme il suffit de remarquer que la 


relation 
+00 +00 
/ el” dS, = i e”* dSe 


valable pour toute valeur réelle de ¢ entraine l’égalité 


f. ¥ f(r) dS; = / i f(r) dSe 


valable pour toute fonction f(v) continue et uniformément bornée, c’est-d-dire 
lidentité 


S, = 8: 


des mesures S; et Se. 


En terminant maintenant |’exposition, devenue un peu longue de ce para- 
graphe préliminaire, nous allons introduire certains concepts de |’intégration 
des mesures. 

Nous supposons dés A présent que l’espace © dans lequel sont définies les 
mesures est métrique et compact, cela ne sera donc pas mentionné explicitement 
dans chaque cas particulier. 
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Dérinition VII. Sid chaque point Q d’un ensemble FE de l’espace métrique 
® on a fait correspondre dans l’espace 2 une et une seule mesure ¢g nous dirons 


que yo est une mesure-fonction du point Q dans Vensemble E. 
Dérrnit1I0N VIII. Nous dirons que ¢e est une mesure-fonction continue du 
point Q dans l’ensemble £ si l’expression numérique 


| f(P) dgo(P) 


est une fonction continue de Q dans E, quelle que soit la fonction f(P) continue 


sur Q. 
ReMarRQueE. Pour éviter toute confusion nous allons écrire les intégrales 


[ f(P)dm sous la forme [ f(P)dm(P) afin d’indiquer complétement la variable 
Q Q 









sur laquelle s’effectue l’intégration. 






Nous allons maintenant nous occuper des mesures-fonctions ¢; de la variable 
réelle ¢, continues sur tout |’axe réel. 

TutoriMeE VII. Soit [a, b] wn segment de Vare réel. En fixant un nombre 
positif 5, envisageons une décomposition de ce segment en un nombre de segments 
consécutifs l,, --- 1, dont les longueurs m(l,), --- m(ln) ne surpassent pas 4, et 
considérons les mesures ainsi formées 









n 


@(A) = >> m(I;) &;,(A), 


t=1 











ou & sont des points quelconques appartenant respectivement aux segments |;. 
Alors la suite ©; (6 — 0) converge vers une mesure limite bien déterminée 0 vérifiant 


la relation 
[[frow@)e= [roa 


quelle que soit la fonction f(P) continue sur Q. 

DEMONSTRATION. Les mesures ¢; étant uniformément bornées sur le segment 
considéré, les mesures ¢; seront uniformément bornées pour 6 — 0. 

Par conséquent la suite ¢3(6 — 0) est compacte. 

On a d’autre part 


[im d@;(P) = ba m(I;) [m@ dy;,(P). 












A SLNERAD 





Donc toute mesure limite @ de la suite &3(6 — 0) doit vérifier la relation 


| | [sane me [ {| P) destey} a 


quelle que soit la fonction continue f(P). 
Or il n’existe pas deux mesures différentes 6; et 6 vérifiant cette méme relation. 











a] 


su 
co 


en 
et 


ou 


= 
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Par conséquent la suite $3 (6 — 0) ne posséde qu’une seule mesure limite et 
pour cette raison en tenant compte du théoréme (IT) on s’assure que 


os — 0 (6 — 0). 


Dérinition IX. La mesure limite @ de la suite convergente ¢; (6 — 0) sera 
appelée l’intégrale que nous dénoterons 


b 
6 = I ¢: dt. 


CoroLuaIrRE. Cette définition peut étre immrédiatement étendue aux me- 
sures-fonctions continues gg dans un ensemble fermé E d’un espace métrique et 


compact §. 
Ainsi soit m une mesure définie dans §. 
En fixant un nombre positif 6 envisageons une décomposition de l’ensemble E: 


E=EF2,4+.---+8, 


en un nombre d’ensembles (B)-mesurables deux 4 deux sans points communs 
et dont le diamétre ne surpasse pas 6. 
Considérons la suite des mesures 


$;(A) = p> m(E;.)yr,(A) 
=1 
ou 
P, CE; ; k=1,---n 


et remarquons que cette suite converge vers une mesure limite bien determinée 
6 vérifiant la relation 


Lif f(Pydea()} dm(Q) = [ sean). 


Nous appellerons cette mesure limite l’intégrale et nous la dénoterons 


6 = [e dm(Q). 


Nous allons maintenant étendre 4 des mesures-fonctions la notion de la 
mesurabilité, 

DéFiniTI0on X. Soit go une mesure-fonction du point Q dans l’ensemble E 
d’un espace métrique et compact # et soit m une mesure définie dans l’espace R. 
Nous dirons que gg est la mesure-fonction m-mesurable dans E si E est m-mesur- 
able et si l’expression 


[ j(P)dea(P) 
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est une fonction m-mesurable de Q dans E quelle que soit la fonction f(P) con- 
tinue sur . 


Avant de définir l’intégration des mesures-fonctions mesurables nous allons 
démontrer un théoréme dont nous aurons besoin pour cette définition ainsi que 
dans le paragraphe suivant. 

Dérinition XI. Nous dirons qu’un ensemble F des fonctions continues dans 
l’espace Q est un systéme fondamental des fonctions continues si, quel que soient 
le nombre positif ¢ et la fonction f(P) continue dans Q, il est possible de choisir 
une fonction f,(P) « F de fagon que 


| f(P) — fa(P) | S 
Tutorékme VIII. Si l’espace Q est métrique et compact il existe un systéme 
fondamental dénombrable des fonctions continues. 
DEMONSTRATION. Fixons arbitrairement les trois nombres entiers positifs 
s, r, n et considérons |’ensemble F(s, 7, n) des fonctions continues dans Q vérifiant 
les conditions 


If(P)| Ss 
|f(P) — f(Q) | S$ 1/30, si p(P, Q) S 1/r. 


Prenons les points Pi, --- Py, de Q de fagon que pour tout point P de Q une 
au moins des inégalités ait lieu: 


p(P, Px) S 1/7; k =1,---N,. 


Alors 4 l’aide des raisonnement habituellement utilisés dans les démonstrations 
des différents théorémes sur les points d’accumulation, on s’assure qu’on peut 
choisir un nombre L S (6sn)** des fonctions fi , --- , fz de l’ensemble F(s, 7, n) 
de fagon que si f ¢« F(s, r, n) alors au moins pour une valeur de p = 1, --- L 
on aura 


Max. | fPa) — fo(Pa)| = 1/80. 


(q=1,°°°Nr 


Ainsi 4 chaque systéme de (s, r, n) nous pouvons faire correspondre un nombre 
fini des fonctions f, , --- fr. 

L’ensemble dénombrable de ces fonctions obtenu en donnant aux s, 7, n toutes 
les valeurs entiéres positives sera dénoté par F. 

Nous allons montrer maintenant que F est un systéme fondamental des 
fonctions continues. 

Soit en effet f(P) une fonction continue quelconque dans 2. A chaque nombre 
positif « nous pouvons donc faire correspondre le nombre positif 5, tel, que 


| f(P) — f(Q) | S «si o(P, Q) S &. 
Cela étant, prenons les entiers 89, 79, no de fagon que 


1 1 
S 2 Max. | f(P) | m2- ™25— 
(PEQ) € ag 

3 no 
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On s’assure alors que f(P) € F(so, 70, mo). Soient maintenant f,, --- fx les élé- 
ments de F correspondants a des valeurs s = 8, 7 = To, N = N. 
Nous pouvons donc choisir parmi les nombres p = 1, --- L au moins un 


nombre p tel, que 


Max. , | f(P 2) — fr(P a) | = 


I 
(q=1,°""Nro 3 
Soit P un point quelconque de 2 et soit P,, un point, du systéme P), --- Py,, 
tel, que 


AP, Pm) S 1/1. 
Nous aurons 
\(P) — f(P) | = |f(Pm) — folPm) | + |f(P) — f(Pm) | 
+ |f(P) — fo(Pm) | S$ 1/no S € 


et cela démontre notre théoréme. 


Nous allons maintenant étendre aux mesures-fonctions mesurables le théoréme 
bien connu de Lusin. 

THEOREME IX. Si ge est une mesure-fonction m-mesurable dans E alors a 
chaque nombre positif € nous pouvons faire correspondre un ensemble fermé E, C E 
que m(E,) = m(E) — e€ et que ge soit continue dans E, . 

DEMONSTRATIONS. Choisissons 4 l’arbitraire un nombre positif « et prenons 
une suite de nombres positifs 


€0; Mig * +* 5 Gay *>* 


de fagon que 


ee ee eee 2 


Cela étant, considérons les fonctions 


FQ = | tolP deal); n= 0,1,2,--- 
od 
fo(P) = 1 
et ot (fi, fo, --+ fn, «++ ) est un Systéme fondamental des fonctions continues. 


Vu la mesurabilité de ge on constate que toute F,(Q), (n = 0, 1, 2, ---) 
est une fonction m-mesurable du point Q dans l’ensemble E. 

Done en vertu du théoréme bien connu de Lusin on peut trouver des 
ensembles fermés E,, C E tels que 


mE,) = m(E) — én 


et que F,,(Q) soit continue dans E,, . 
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Envisageons l’ensemble fermé 
© ie es Mss 








et remarquons qu’on a 
E=8,+(B-E)+(E-B) ++» +(E-B) ++ 
de sorte que 

mE) S$ mE.) +eo+at--- tet--: S mE) + 


Ainsi notre théoréme sera démontré dés que nous aurons établi la continuité 
de la mesure-fonction ¢e dans l’ensemble F, . 
Il est clair, vu la définition méme de l’ensemble EF, que tout F’,(Q) est continue 













dans F,. 
Or l’espace ® étant compact, EL, est fermé et compact. 
Par conséquent pour chaque valeur fixée de n = 0, 1, --- , Fn(Q) est unifor- 





mément (non par rapport 4 l’indice n mais par rapport au point Q) continue et 
uniformément bornée dans E, . 

En particulier, en prenant n = 0 on s’assura que ¢o(Q) est uniformément 
bornée dans E,. 

Soit done M un nombre positif tel, que ge(Q) = M, siQ C E,. 

Envisageons une fonction continue (dans 2) quelconque f(P) et fixons 4 
l’arbitraire un nombre positif 7. 

Vu la propriété caractéristique du systéme fondamental nous pouvons toujours 
choisir de la suite (fi, --- , fn, --- ) une fonction f,, telle que 











|f(P) — fx~(P)| S a si PC Q. 





La fonction correspondante F,,,(Q) étant uniformément continue dans £,, 
prenons un nombre positif 6 de fagon que 






| F,,(Q1) — Fn,(Qe) | S 


Nous avons 


| [ 1Prde0cer) * [ f(P)dea(P)| < | [ [f(P) — fu(P)] dgo,(P) | 


» Si p(Qi, Q2) S 6,Q:C E., QC E,. 





a. a 
3M 






+ | [ [/(P) — fu(PYideeP)| + | Pa) — FaQ)| 





D’ot finalement 





| | [ sPvtea(P) id [ sre] = , si p(Q:, Qe) < 6, 1c E., QC E. 





ce qui démontre le théoréme. 
THEOREME X. Soit gq une mesure-fonction de Q, uniformément bornée e 









est 


40 








t 
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m-mesurable dans Vensemble E. En fixant un nombre positif €, considérons un 
ensemble fermé E, C E tel que m(E.) = m(E) — et que go soit continue dans E,. 
Alors la suite des mesures 


[ go dm(Q) 


Ee 


converge vers une mesure limite bien définie 9, vérifiant la relation 


” I { f(P)aea(P)} am(Q) = [ s(P)a6(P) 


valable pour toute fonction f(P) continue dans 2. 
DémonsTRATION. Soit en effet f(P) une fonction quelconque continue dans 
©. Alors évidemment |’expression 


| f(P)dea(P) 


est une fonction m-sommable de Q dans £ et par conséquent 


( 
40) I { f s(P)deaP)} dm(Q) = lim. { [ f(P)dedP)} dm(Q). 


(e-0) JE 


Or les mesures de la suite 
41) >, = i $Q dm(Q), e— 0 
E, 


étant uniformément bornées (par rapport 4 €) on voit que cette suite ®, est 
compacte. 

Soit 6 une mesure limite de cette suite. On constate d’aprés (40) qu’elle 
doit vérifier la relation (39). 

Ainsi la suite (41) no posséde qu’une seule fonction limite et par conséquent: 
®, — 6 (e > 0), ce qui démontre le théoréme. 


DérinitT10n XII. Nous appelons lim. [ ¢o dm(Q) Vintégrale et la dénotons 


(e>0) Jz, 
[ee dm(Q). 
§11 





Dans ce paragraphe nous allons étudier le probléme que nous avons posé 4 
la fin de l’introduction. 

Ainsi, soit 2 un espace métrique et compact et soit 7, un groupe continu 
monoparamétrique des automorphismes de ©. 

Nous admettons que 


T 4, = T,-T, (propriété du groupe) 
et que TP est une fonction continue de (¢, P) dans — © <t<+%,PCQ2. 
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Considérons une mesure normalisée queleonque ¢ définie dans l’espace Q et 
remarquons qu’on a 






[ serene) = [ sr-Pracce) 





g(A) = 9(T_.A). 





Or l’expression 





[s30rdece) 





est évidemment une fonction continue de ¢ quelle que soit la fonction f(P) con- 


tinue dans Q. 
On voit done que ¢g; est une mesure-fonction de ¢, continue sur tout |’axe réel. 
Cela étant, considérons les mésures obtenues en partant de g; 4 l’aide du 


procédé d’intégration 
®, = i | Ct dt. 
T JO 


Il est clair que ces mesures sont normalisées. Par conséquent la suite ¢,(7 — ~) 
est compacte. Soit done m une mesure limite de cette suite. Alors, vu que 


| eat — 1 | grat 
T J-s T JO 
T 0 
| ¢, dt -1/ exit < - 
T Jr-s T Jos T 








| &,(7', A) = $,(A) | ~ 























on obtient 





m(T,A) = m(A). 


Done m est une mesure invariante. 

Nous avons ainsi le théoréme: 

TutorrME I. Soit g une mesure normalisée quelconque définie dans l’espace ©. 
Alors la suite des mesures 









Y 


®(A) = 1 | g(T_,A) dt, (r > «) 





est compacte et toute mesure limite de cette suite est une mesure normalisée invariante. 







L’existence des mesures invariantes étant établie nous pouvons appliquer 
_ maintenant les théorémes ergodiques de G. D. Birkhoff et J. v. Neumann. 
THEOREME DE Birkuorr. Soit M une mesure invariante et soit f(P) une fone- 
| tion m-sommable dans 2. Alors la limite 


: I j f(T.P)adt 







Hii lim. 
it (r—0) T 















de 


S80] 


fon 


n’exi 
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existe pour tout point P de 2 ad l'exception peut-étre des points d’un ensemble de m- 
mesure nulle. Cette limite est une fonction m-sommable dans Q. 

THfOREME DE NEUMANN. Sott m une mesure invariante et soit f{(P) une fone- 
tion m-mesurable dont le carré est m-sommable dans 2. Alors on a uniformément 


par rapport a 8: 
[? [nrpra i  [° ser.pyat} amc) 0, on, +0 << #0), 


Dans ce mémoire nous allons nous occuper spécialement des valeurs moyennes 
des fonctions continues dans Q. 

En remarquant que toute fonction continue dans Q est par cela méme m- 
sommable quelle que soit la mesure m on arrive au théoréme suivant: 

THfOREME DE BIRKHOFF POUR LES FONCTIONS CONTINUES. Soit f(P) une 
fonction continue dans Q et soit A; l'ensemble des points de 2 pour lesquels la limite: 


lim 1 | s(7,P) at 
0 


(re) T 
n'existe pas. Alors si m est une mesure invariante quelconque on a 
m(A f) = 0. 


Cela étant, introduisons les définitions 

Dériniti0on I. Etant donné un ensemble E des points de 2, nous dirons 
que cet ensemble est de probabilité zéro si quelle que soit la mesure invariante m, 
ona m(E) = 0. Si, au contraire, il existe une mesure invariante m, telle que 
m(E) > 0 nous dirons que E est de probabilité positive. Si, enfin, quelle que soit 
la mesure invariante m, on a m(Q — E) = 0 nous dirons que E est de probabilité 
maximum. 

Dériniti0n II. Nous dirons qu’un point P de © est quasi-régulier si la limite 


lim + | f(7.P)at 
0 


(r—00) T 


existe quelle que soit la fonction f(P) continue dans 2. 


TutorEME II. L’ensemble U de tous les points quasi-réguliers est invariant: 
TU = U. Cet ensemble Ui est de probabilité maximum. 

DfmonstraTION. La premiére affirmation de ce théoréme étant évidente, 
nous n’avons qu’ démontrer la seconde. 

A cet effet envisageons un systéme fondamental (fi, --- ,fn, --- ) des fone- 
tions continues, et soit E,, l’ensemble des points de @ pour lesquels la limite 


lim 1 ~  falTP) dt 


(r—-0) T 


n’existe pas. 
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En vertu du théoréme de Birkhoff pour les fonctions continues on constate 
immédiatement que E,, est de probabilité zéro. 
Par conséquent l’ensemble 


E=Hh,+.---+8,+--- 


est aussi de probabilité zéro. 

I] est clair maintenant que le théoréme II sera démontré dés que nous aurons 
établi la quasi-régularité de tous les points de l’ensemble complémentaire 
2 — E. 

A cet effet considérons une fonction continue f(P) et un point Py) C Q — E. 

Fixons 4 l’arbitraire un nombre positif ¢ et prenons du systéme fondamental 
une fonction f,,(P) telle, que 


Max | f(Q) — fn,(Q) | $ 4. 
(Qc2) 


Or, en vertu du choix méme du point P» la limite 


lim af Fn T Po) di 
0 


(r—0) T 


existe. 
Il est donc possible de fixer un nombre ;, tel, que si 


72 2 2%, 


alors 


ee hs 71 
| ma I Sng(T Po) dt — i / Sng(T Po) dt | = 4 €. 
| T2 Jo 0 


Ti 


Nous avons done 


2 / " S(T.Po) dt — - ” f(T,Po) au 


IA 


| sf" {f(T:Po) — fn(T+Po) } a| 


+|2 [erro — sreayau| + |} [OC screpo a 


one i “Sal TiPo) au Se 
Ti JO 


Ainsi, quels que soient la fonction continue f(P) et le point Pp) C 2 — E nous 
pouvons faire correspondre 4 chaque nombre positif ¢ un nombre tT, tel, que 


[arena —* [" gerwoa 


On voit done que la limite 


IIA 


€, si T2 = T1 = 





lim |” pcrp)at 
0 


(r-0) T 



















et 











Po 








Gp € 















THEORIE DE LA MESURE DANS LA MECANIQUE 95 


existe quels que soient le point Py) C 2 — E et la fonction continue f(P), et cela 
démontre le théoréme. 

Considérons 4 présent les mesures normalisées définies de la maniére suivante 
1lsiPCA 


mp(A) = ‘ 
0,siPCQ—A 





ou P est un point quelconque de Q. 
Envisageons la suite des mesures normalisées 


mp(A) = ; [ mp(T1',A) dt 
T Jo 
et remarquons qu’on a identiquement 
1 T 
- I serie)at = | {Q)dmz(@) 


quelle que soit la fonction continue f(P). 

Par conséquent pour tout point quasi-régulier P la suite mp, (r — ©) est 
convergente. 

Dérinit1on III. Une mesure limite de la suite m3, (r — ~) sera dénotée 
vp et appelée la mesure individuelle (correspondante au point P). 

De ce qui vient d’étre démontré découle la vérité des affirmations suivantes: 

TutorrME III. Pour tout point P C Q, gp est une mesure normalisée invariante. 
Pour tout point quasi-régulier 


Mp — oP, (r > @). 


gp est une mesure-fonction du point P bien définie dans l'ensemble U. 
Quelle que soit la fonction continue f(P) on a pour tout point quasi-régulier 


[serpy at [10 den(Q). 


Si m est wne mesure invariante la mesure-fonction ¢, est m-mesurable dans Ven- 
semble U1. 


) Cela étant, introduisons la définition: 
Dérinition IV. Nous dirons qu’un point quasi-régulier P est transitif si 
la mesure individuelle correspondante gp est transitive. 


Tuforime IV. L’ensemble U, de tous les points transitifs est de probabilité 
maximum, 

Démonsrration. Soit en effet f(P) une fonction continue dans et m une 
mesure invariante. 
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En vertu du théoréme de Neumann on constate qu’il existe une suite «, — 0, 















(r — ) telle, que uniformément en w: , 
Sh es ‘ “ 4) 
Bigs f(T» P) dt — oe f(T.P) dt> dm(P) S «,,(— © <w < + @), 
D’ici il s’ensuit que uniformément en w: Pc 
se 1 @ 1 T 1 T 2 8 
1) [7 = - = f(T P) dt — - f(T.P) dt | dw? dm(P) S e,. 
u @ Jo T JO T JO 
D’autre part on a identiquement 
fl me 1 oe on ¢ 
2) 1% = ikea ©?(T,,P) dw + €2(P) — 24,(P)- / &,(T..P) ta) dm(P) SZ 
u \® Jo W J0 
ot l’on a posé pour abréger: et V 
- de p 
#(P) = -] f(T:P) dt. Or 
/ 0 
Or la fonction #,(P) étant continue dans 2 pour toute valeur fixée de 7 ona 
| pour tout point de U: es 
- ( 
; @2(T..P) dw > | ©7(Q) der(Q), - 
W Jo 2 on a 
1 w 
L [° acreP) do | 24(@) der(Q), (o> =). 

Done en passant 4 la limite (pour w — «) dans l’inégalité (1) et en tenant quel 
compte de l’identité (2) on obtient Pai 
«= [{[ 92@ dex + [ 220) denl@) P 

Cel 
= 2 [ a.(P) dent) [ 4.00) den(ay}am(e) J rose 
ad 2 Soit 
de sorte que En 
Q en ¢ 
3) [ { [ [$.(Q) — %,(P)P det) dm (P) Se, 
car tous |e 
ml) = m(Q). 
Or vu la continuité de f on a partout dans U Posons 








8,(P) > [ f(R) der(R), (r > @). 
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Done en passant 4 la limite dans (3) pour 7 — on trouve 


4) | f [ | I f(R) dgg(R) — [ f(R) der(R) | der(Q)| dm(P) = 0. 


Cela étant, considérons un systéme fondamental (fi, --- ,f,, --- ) des fone- 
tions continues. 
Soit E, l’ensemble des points P C WU pour lesquels 


[i [sa dga(R) — [ se) der(R)}" dgr(Q) > 0 
u 2 Q 


on constate d’aprés (4) que 
m(E,) = 0 
et vu qu’ici m est une mesure invariante quelconque on en conclut que £, est 


de probabilité zéro. 
On voit done que l’ensemble 


Ue=U— {2,4+.--- +28, 4+--:} s 


est de probabilité maximum. 
Nous allons montrer maintenant que tous les points de ce Ur sont transitifs. 
Remarquons d’abord qu’en vertu de la définition méme de |’ensemble Ur 
on a 


[if SAR) dggQ(R) — [ sc der(R) dgr(Q) = 0, si PC Ar ’ 
u Ve 2 


quel que soit n = 1, 2,---. 
Par conséquent on a pour toute fonction continue f(P): 


i) { I {(R) deo(R) — I i(R) deo( der(Q) = 0, si PC Ur. 


Cela étant, afin d’établir que la mesure ¢p est transitive quand P C Ur sup- 
posons le contraire. 

Soit alors Py C Ur un tel point que ¢p, n’est pas transitive. 

En vertu de la définition méme de la transitivé il est done possible de séparer 
2 en deux ensembles invariants sans points communs Ai, A: 


Q = A, + As, TA; = Ai, T Az = Az, A,A;, = A 
tous les deux de gp,-mesure positive: 
gp,(Ai) > 0, gp,(A2) > 0. 
Posons 
1siP CA, 


G(P) = 
0, si PC Ao. 
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Alors de (5) il s’ensuit 














dé 
[ {sem deottey - [100 don(B)} GQ) don (Q) = 0 
u Ve 2 
c’est-a-dire - 
0) ens) [0 dont) = [{ | 8) death} GQ) don) 
Q 
Or partout dans U: ] 
. lf’ 
[102 deat) = tim * J ser) at 
Q (re) T JO 7) 
‘ 
Done en remarquant que G(T .Q) = G(Q) on trouve: 
"ae 2 
[{ [10 eet} G00) dew(Q) = im * [| [ serseyecrraden(a)} a | 
u | Q (r+) T JO u et 1 
= [ (QGOden(0 
car S 
[ xrmacraraers@ = | 1QGQ)den(Q). 
Ren 
Ainsi en tenant compte de (6) on s’assure que pour toute fonction continue 
f(P) la relation suivante a lieu 
Sc 
on(A) | f(R)den(R) = J f(Ryden(R). 
Al 
0= 
Par conséquent, d’aprés le théoréme de |’approximation, cette relation doit 
étre valable pour toute fonction f(P), gp,-sommable. 
Or en y posant 
f(P) = 1 — GP) et d’i 
on arrive a l’absurde. 
Notre théoréme est done démontré. " 
0 
ReEMARQUE. Vu que la mesure individuelle gp est invariante vis-d-vis du 
changement P — TP on conclut que l’ensemble Ur est invariant. 
sont ¢ 
Dérinition V. Nous dirons qu’un point quasi-régulier P est dense si pout 
tout sphéroide” S3 on a ¢,(S3) > 0. 
Tuforime V. L’ensemble Up de tous les points denses est de probabilité mati- 
mum. est de 
lle 









10 L’ensemble des points de 2 dont la distance 4 P ne surpasse pas 6. 











- 
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DémonstraTION. En fixant 4 l’arbitraire le nombre entier positif m consi- 
dérons les points de l’espace &: 


P™: = 1,--- Nm 
choisis de fagon que tout point de 2 appartient au moins a un spheroide 
Sam = Sigs nm =1,--- Nn. 
Envisageons les fonctions continues f,,(P) définies de la maniére suivante: 
Sum(P) = 1, si p(P, PY) < 1/m 
7) Snm(P) = 2 - mp(P, P“™), si 1/m S p(P, P™) < 2/m 
Inm(P) = 0, si p(P, PY”) = 2/m 


et introduisons les fonctions bien définies dans U1: 


®,.m(P) = lim. - ¥: m( 7, P)adt. 
(1-0) T 
Soit E,,m l’ensemble des points de U pour cei 
,,.(P) = 0. 
Remarquons que E,,, est invariant 


T 1 E n,m = Bam 


Soit » une mesure invariante quelconque. Nous avons alors 


= [, ean(Prau(P) = a. af ie Sa. n(T: Pydn(P)} dt 


= [ Sum(P)dp(P) 


et d’ici en vertu de (7) on recoit 


H(En,mSnm) = 0. 
Done les ensembles 


E.mSam; n=1,---Na; m=1,2,-- 


sont de probabilité zéro et par conséquent l’ensemble 


i) 


Nm 
Up -_ u = } ® > Bam Sam 
m=1 n=1 
est de probabilité maximum. 
Il est clair maintenant que le théoréme V sera démontré dés que nous aurons 
établi que tout point de Up est dense. 
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A cet effet remarquons que si P est un point de Up, alors 4 tout nombre entier 


positif m nous pouvons faire correspondre un nombre n = I, --- N~m de fagon que 
P aed Bass 
8) lim. | fum(T:P) dt > 0. 
(r>0) T JO 


Fixons 4 présent un point P C Up et un nombre positif €; prenons un entier 
m = 4/e et choisissons l’entier n de fagon que les relations (8) soient vérifiées, 
Considérons la fonction continue 


f.r(Q) = 1; si o(Q, P) S 2 
fer(Q) = 2 — (2/e)p(Q, P); si 2 S 0(Q, P) S 
f.r(Q) = 0; si p(Q, P) 2 
et remarquons que d’aprés (7) et (8): 
fee(Q) 2 fnm(Q). 


Par conséquent 


lim. J ‘ f..e(T:P)dt >0 
(r—0) T JO 
or, 
tim} [" j,p(rPyat = [fe Qder(Q) < on(83) 


de sorte que 





gp(S5) > 0 


ce qu’il fallait démontrer. 
ReEMARQUE. Si P est dense alors il est clair que 7P est aussi dense. Done 
l’ensemble Up est invariant. 


Dérinition VI. Nous dirons qu’un point P est fortement stable au sens de 
Poisson si & tout sphéroide S’ on peut faire correspondre deux nombres positifs 
My, M, et une suite 7,, (n — ~) vérifiant les inégalités 





i | tar — Tree | = Mo,sin’ # n” 
|tm| S$ Mi|n| 

i de fagon que 

T.. FS 8. 


TuHtorEME VI. Tout point dense est fortement stable au sens de Poisson. 








cons 


Don 


So 


Or 


ou J, 
Pa: 
1, 2, 


et cel, 


D&: 
est a | 


Alo 
validit 
Tut 
maxim 
Dé 
le mou 


pour tc 


Tue 
le moup 
régulier 
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DéMoNnsTRATION. Etant donné un point dense P et un nombre positif 6 
considérons la fonction continue 


1, si p(Q, P) S 46 
ts.e(Q) = 42—- (2/8) e(Q, P), si 26 s e(Q, P) <6 
0, si p(Q, P) = 6. 


Done en vertu de la définition méme des points denses on trouve 


lim. 4 I fa p(T: P)dt = ¢p(S3*) > 0. 
0 


(1-0) T 
Soit maintenant E |’ensemble des vaieurs de ¢ pour lesquelles 
T:P CS}. 


On voit alors qu’il existe un nombre positif a tel, que 


a 





mesure (EIJ,) <1 
T = 


lA 


ou J, dénote l’intervalle (0, 7). 
Par conséquent on peut extraire de l’ensemble E un telle suite 7,, (n = 
1, 2,--- ) que 


| ta41 — ta| 21 
lta| S (2/a)n 
et cela démontre le théoréme. 


Dérinition VII. Nous dirons qu’un point de l’espace © est régulier s’il 
est 4 la fois transitif et dense. 


Alors en vertu des théorémes IV et V de ce paragraphe on s’assure de la 
validité de l’affirmation suivante: 

TuftorbME VII. L’ensemble R de tous les points réguliers est de probabilité 
maximum. Cet ensemble est invariant: T,;R = R. 

Dérinition VIII. Etant donné un point P de l’espace Q, nous dirons que 
le mouvement P — T,P est statistiquement asymptotique d un ensemble A si 


| Wo(T:P)dt > 1, (r > ~) 


0 
pour tout ensemble ouvert O D A: ici on a posé 
1siQco 
0, iQCQ—O. 





WVo(Q) = 


Tuftortme VIII. Si P est un point non régulier quelconque de l’espace alors 


le mowwement P > T tP est statistiquement asymptotique a l'ensemble R des point 
réguliers, 
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| D&MONSTRATION. Supposons le contraire. Soit Po un point non régulier, 
' tel, que le mouvement Py — 7;Po n’est pas statistiquement asymptotique 4 
ensemble ft. 
Il est possible alors de construire un ensemble ouvert Oo D ®, une suite 
(7, > ©) et un nombre positif y de fagon que 


9) i [  Wo,(T: Po)adt -—1- 7’) (71 rps <0). 


T1 JO 









Cela étant, envisageons la mesure mp,(A) définie comme auparavant 
1l,siPypC A 
0, si Pp CQ — A 






Mp, (A) 














et considérons la suite des mesures normalisées 


mi(A) = I mp,(T 1 A)dt. 


























Cette suite étant compacte nous pouvons en extraire une suite convergente é 
10) mp — ™, (rz —> &) 
| ot mp est une mesure noymalisée invariante. D 
1 En tenant compte du théoréme VII de ce paragraphe on voit que 
m(R) = 1, m(Q — KR) = 0. 
Par conséquant en fixant 4 l’arbitraire un nombre positif « on peut toujours et 
construire un ensemble fermé E, C % de maniére que 
11) m(E.) 21—«. ca 
Prenons par exemple « = 37 et considérons une suite de fonctions continues id 
lsiP CE, po 
G,A(P) = 41 — np(P, E.), si p(P, EZ.) S 1/n -” 
0, si p(P, E.) 2 1/n. - 
Remarquons d’autre part que E, C R, Oo D KR de sorte que les deux en- 
sembles fermés E, et 2 — Oo n’ont pas de points communs. ( 
Il existe donc un nombre positif 6 tel, que aff 
; 
p(E., 29 — Oo) = 6. erg 
Cela étant, prenons le nombre n = m de facon a satisfaire l’inégalité : 
hk 
| On trouve alors 
q i 12) Gi(P) < Wo,(P). quel 














es 
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Or de (10) il s’ensuit 


L I Ga,(T;Po)dt aia [ Gn,(P)dm(P), (t2 —> oo ) 
T2 J0 . Q 
car G,,(P) est une fonction continue dans . 


Done en tenant compte de (11) on recoit 


13) lim. = [ " G,,(T,Po) dt >1-— h. 
0 


(ry) T2 
D’autre part la relation (9) donne 


14) lim. 5 [ Wo,(T;Po)dt = 1 — ¥. 


(re70) T2 JO 


Cette relation (14) étant incompatible avec les relations (12) et (13), notre 
théoréme est démontré. 


CoroLLaIRE. A l’aide de raisonnements complétement analogues on peut 
établir que non seulement 


| Wo(T,P)dt > 1, (r > @) 


0 
pour tout ensemble ouvert O D RK, mais qu’on a aussi 


wotr 
1f Wo(T:P)dt — 1, (r+ ~, -—~ <w < +0) 


et cela uniformément en w. 

Nous allons étudier maintenant l’ensemble des points réguliers 9. 

Dérinition IX. Nous dirons que deux points réguliers P et Q ont le méme 
caractére ergodique si les mesures individuelles qui correspondent 4 ces points sont 
identiques: gp = ¢g. 

Nous dirons qu’un ensemble € C & est un ensemble ergodique si tous ses 
points ont le méme caractére ergodique et s’il est impossible d’adjoindre 4 € 
aucun autre point régulier sans détruire cette propriété. 

La mesure individuelle qui correspond 4 un ensemble ergodique € sera dé- 
notée vg. 


Ces définitions étant admises on s’assure immédiatement de la validité des 
affirmations suivantes: : 

Tuforime IX. Un point régulier P appartient 4 wn et un seul ensemble 
ergodique. 

Tout ensemble ergodique est invariant. 

Si P est un point d’un ensemble ergodique ©, alors 


: I " S(T, P)dt > [ f(P)dgg = [ f(Pdge 


quelle que soit la fonction f(P) continue dans Q. 
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Dérinition X. Etant donné un point P de l’espace Q nous dirons que le 
mouvement correspondant P — TP posséde un spectre bien défini si l’expression 
f(T.P) considerée comme fonction de ¢ posséde un spectre bien défini quelle 
que soit la fonction f(P) continue dans ©. 

Nous dirons de plus que les deux mouvements P — TP, Q — TQ possédent 
le méme spectre si les mesures spectrales de f(T P) et de f(T Q) sont identiques. 









TutorbmMe X. Tout mouvement correspondant a des points réguliers posséde 
un spectre bien défint. 

Les deux mouvements qui correspondent a des points situés dans un méme en- 
semble ergodique possédent le méme spectre. 

D£MONSTRATION. Remarquons d’abord que si f(P) est une fonction continue 
dans Q (pouvant prendre des valeurs complexes) alors |’expression f(7'P) = G(t) 
est une fonction uniformément continue de ¢ sur |’axe réel. 

Or d’autre part 






Pp 







O 








7 G(t + 7)G(r)dr = ‘f° ®,(T,P)dr 


0 





Ps 
®(P) = f(T P)f(P) 





de sorte que 


[au + nGear sf HErseTPrdge(P), (> ©) 


ou © est l’ensemble ergodique contenant le point considéré P. 
Cela étant remarqué il suffit, pour achever la démonstration, de se rapporter 
au théoréme VI du paragraphe précédent. 














DfrIn1TION XI. L’ensemble de toutes les mesures individuelles correspon- ! 
dant aux ensembles ergodiques (ou ce qui est le méme aux points réguliers) 
sera dénoté par 2, et sera appelé le systéme fondamental des mesures invariantes. 
THtorEME XI. Toute mesure appartenant au systéme Z, est transitive ¢ = 
normalisée. Inversement, toute mesure normalisée et transitive appartient au sys- d’o 
téme Xy . 
D£MONSTRATION. La premiére affirmation étant une conséquence immédiate 
de la définition du systéme 2, nous n’avons 4 démontrer que la seconde affirma- D 
tion de ce théoréme. suiv 
A cet effet il suffit de remarquer que si m est une mesure normalisée et transi- T 
| tive, alors il existe en ensemble €, dont le complémentaire 2 — € est de m M, 7 
i mesure nulle, tel, que pour tout sphéroide 
| m(S!) > 0, si PC © 
Cette 
et tel, que 
: | f(T: P)dt > [ seramer), siPC E Ne 
i T Jo C Veloy 
| De 





quelle que soit la fonction continue f(P). 
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D’ici on constate que les points de © sont réguliers et que 
gr = mM, siP CG. 


Done me, ce qu’il fallait démontrer. 


TutorbME XII. Soit © un ensemble ergodique et m- une mesure invariante. 
Alors ona 


m(A) = m(G)g¢(A) 
pour tout ensemble 


ACG. 


DémonstTRATION. Soit en effet f(P) une fonction arbitraire continue dans Q, 
On a évidemment 


| ar) au | 12) dgg(P), si P C &,. 


Par conséquent 


ike [xe i dm(P) > m(G) [we deal, Ge -+ 0). 


Or vu l’invariance de € et de m, on a identiquement 


| i . | "{(T.P) at dm(P) -= i { [ (TP) im(P)} dt = [ f(P) dm(P). 


Done 


[ {(P) dm(P) = m6) i j(P) doe(P) 
€ € 


d’ot l’on s’assure que pour tout ensemble A C © 


m(A) = m(©)g¢(A). 


Du théoréme que nous venons d’établir découle comme corrolaire le théoréme 
suivant: 


THtorEME XIII. Etant donné un ensemble ergodique € et un nombre positif 
M, il existe une et une seule mesure invariante m telle que 


m(2) = M, m(@ — 6) = 0. 
Cette mesure est égale d Meg. 
Nous allons établir maintenant que toute mesure invariante peut étre “dé- 


veloppée” suivant les mesures du systéme fondamental. 
Dans cet ordre d’idées nous démontrerons le théoréme suivant: 
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TutorbMe XIV. Si m est une mesure invariante, alors 





m= | exdm(P) 





cette intégrale étant prise dans le sens de la définition XII du §1. 
DEMONSTRATION. En effet en posant 


m* = [ gr dm(P) 






on trouve, en vertu du théoréme X et de la définition XII du §I, 


Li l iC) don(Q)} dm(P) = I s(P) dm*(P) 


quelle que soit la fonction continue f(P). 
D’autre part, vu que 





di 


























. 1 T : ot 
| [10 dexQ) = jim * | perp) ati PCR 
Q (r—0) 0 
on recoit 
wee Oe § 
| 1 | f(Q) den(Q)} amt) = lim - J l f(T.P) imi) | dt - 
% | 2 (r+) T Jo \ R 
“me / { I (TP) mip) — I f(P) dm(P). 
| (r>0) T JO Q 2 et 
Nous avons ainsi la relation 
[ seramcry = [ ee) amecr) 
2Q 2 C 
d’ou l’on constate oon 
m(A) = m*(A) 
a rr que’ 
ce qu’il fallait démontrer. 0 
, D 
Coro.uarreE. Soient G;, --- ©, des ensembles ergodiques. D 
Envisageons l’ensemble des mesures normalisées de la forme est { 
ye, t+: tenge,; ouc, 2 0, Q+---+ce,=1 ~ 
1 
et de toutes leurs fonctions limites. un e 
Nous l’appellerons Conveze et le dénoterons par Co gg. TE 





| 

| En vertu du théoréme que nous venons de démontrer il est clair, que si m est mina 
une mesure normalisée invariante, alors: me Co gg. Inversement si m ¢ Co ¢6 
| 


alors m est une mesure normalisée invariante. 





—__ 
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Dérmition XII. Nous dirons qu’on se trouve dans le cas ergodique strict 
sil n’existe qu’une seule mesure normalisée invariante ou ce qui est le méme s’il 
n’existe qu’un seul ensemble ergodique. 

TutorbMe XV. Dans le cas ergodique strict on a pour tout point de UV'espace 
et pour toute fonction continue f(P): 


: i " {(T.P) at [ f(P) dm(P) (r > ©), 


ou m est la mesure normalisée invariante unique. 

Dans le cas ergodique strict ’ensemble R est fermé. 

DEMONSTRATION. Remarquons en effet que toute fonction limite de la suite 
des mesures: 


1 T 

Mp (A) = tf mp(T_+ A) dt, 
0 

oli comme auparavant 

1lsiPCA 


mp(A) = y 
0,si PC Q—A, 





est une mesure normalisée invariante. 
On a done pour tout point P de Q 


mMp—->mMm,T—> ©, 


et par conséquent 
[ xrpyae = [ @ amsta — [ @) am(Qy (> @). 


Cela étant, remarquons que dans le cas ergodique strict les points réguliers 
sont ceux pour lesquels 


m(S2) > 0 


quel que petit que soit 6. 

Or l’ensemble de tous les points vérifiant ces inégalités est évidemment fermé. 

Done & est fermé. 

Dérinition" XIII. On dit qu’un ensemble A est un ensemble minimal s’il 
est fermé, invariant et ne contient aucun ensemble fermé, invariant non iden- 
tique A A. 

On dit qu’un mouvement P — TP est récurrent si le point P appartient & 
un ensemble minimal. 


TufortME XVI. Dans le cas ergodique strict Vensemble R est un ensemble 
minimal. 





" Due 4 G. D. Birkhoff. 
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Tout mouvement correspondent a des points de Q — Rt n’est pas récurrent. 

D£MONSTRATION. Supposons en effet que Rt n’est pas un ensemble minimal 
et soit alors A C ® en ensemble fermé, invariant non identique a KR. 

Il est done possible d’indiquer un tel point Po de et un sphéroide S}, tel, 
que l’ensemble AS) soit vide. 

Envisageons la fonction continue 


(6 — p(P, Po), i PC 85. 
fP={ 
0,siP CQ — Sp, 









et remarquons que pour tout point de 2 et par cela méme pour tout point de A: 



































0 
| f(T.P) dt =|, f(P)dm(P) > 0 (7 > &). P 
0 8 
P et 
Or, si P est un point de A on a identiquement 
1 [7 es 
‘| f(T.P) dt = 0. a 
T Jo 
et nous voila arrivés 4 l’absurde. 
La seconde affirmation de ce théoréme n’est qu’une conséquence immédiate F( 
du théoréme VIII de ce paragraphe. 
A l’aide de raisonnements complétement analogues on pourrait démontrer 
encore le théoréme suivant: vé 
THEOREME XVII. Si un ensemble ergodique € contient un ensemble fermé, 
invariant ou si © contient un ensemble ouvert, alors © est un ensemble minimal. ' 
Dérinition XIV. Etant donné un point P de l’espace Q, nous dirons que le Bir 
mouvement P — TP est presque-périodique si l’expression f(T ,P) est une de 
fonction presque-périodique de t, quelle que soit la fonction f(P) continue dans 2. 
Dérinition XV. Nous dirons qu’un mouvement P — TP est stationnaire -_ 
si le point P est régulier. 
Nous dirons que deux mouvements stationnaires P > TP, Q — TQ apparti- 
ennent au méme état de régime si les points P et Q appartiennent au méme en- 
semble ergodique. 
De ces définitions découlent immédiatement les théorémes suivants: as 
THEOREME XVIII. Tout mouvement presque-périodique est stationnatre. 
L’ensemble ergodique correspondant a des mouvements presque-périodiques esl 
minimal. 
THtoriMe” XIX. Tout mouvement stationnaire posséde un spectre bien défin. gi 
des 


12 Ce théoréme n’est qu’une autre forme du théoréme X. 








est 
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Deux mouvements stationnaires appartenant au méme état de régime possédent le 
méme spectre. 


En terminant l’exposition de ce paragraphe nous allons considérer quelques 
exemples simples. 

Considérons d’abord le cas lorsque l’espace Q est un tore 4 deux dimensions, 
l’opérateur 7’, étant défini 4 l’aide du systéme suivant d’équations différentielles 


dp _ : eT 
dt —= fhe, ¢); dt _ f2(8, ¢) 


ott les fonctions fi(6, ¢); fe(@, ¢) sont positives, périodiques avec le période 2x 
par rapport aux 0, ¢ et vérifient les conditions de Lipschitz. 

Ces équations ont été étudiées dans les recherches classiques de M. Poincaré 
et de A. Denjoy sur les caractéristiques 4 la surface du tore. 

Ainsi il est bien connu que le caractére des solutions de ces équations dépend 
essentiellement des propriétés d’une transformation du cercle sur lui-méme, 
4 savoir: 





0; = F(o), 

F(@) étant la valeur pour g = 27 de la solution de l’équation 
do - frld, ¢) 
dy fil, ¢) 


vérifiant les conditions initiales 
¢g = 0, 6 = A. 
On a démontré que si le nombre de rotation v (“the rotation number,” suivant 


Birkhoff) est irrationnel, alors les équations considérées admettent une intégrale 
de ia forme 


ve — H(0, ¢) = Const. 
ou H(6, ¢) est une fonction continue, a variation bornée, telle, que 
H(6,¢ + 2r) = H(6, ¢) 
H(6 + 2m, v) = H(6,¢) + 2x 
H(62.,¢) — H(A, ¢) 2 0, si 6 = 4h. 


D’ici on peut conclure qu’on se trouve dans le cas ergodique strict et que 
) . . . . 
l'unique mesure normalisée invariante est 


mid) = Figg nV) = | ES 


Si de plus la dévivée F,(6) est A variation bornée, alors comme cela découle 
des recherches de A. Denjoy, tous les mouvements régis par les équations 
différentielles considerées sont récurrents. 
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Dans ce cas on a done R = Q, de sorte que toute la surface du tore est un 
ensemble ergodique. 

Si maintenant v est rationnel, égal 4 r/s par exemple (7, s étant des entiers 
positifs) alors il existe un ensemble de solutions périodiques par rapport aux- 
quelles toutes les autres solutions sont asymptotiques. 

Dans ce cas donc, les ensembles ergodiques sont les courbes fermées 4 la 
surface du tore. 

On peut démontrer facilement que la puissance du systéme de tous les ensem- 
bles ergodiques est égale 4 la puissance de l’ensemble de toutes les racines de 









l’équation 





F*(0) — 6 = 2ar 





s fois 


F(0) = FF .-- F(6). 


Cette puissance peut done étre finie, dénombrable ou continue, le dernier cas 
se présentant par exemple si 


fi(@,¢) =1, = fel, ¢) = r/s. 


Dans l’exemple que nous venons de considérer les ensembles ergodiques 
étaient toujours fermés. Or, on peut concevoir facilement des exemples ot 
cela n’est plus le cas. 

Envisageons en effet le systéme dynamique possédant les mouvements 
périodiques, en supposant done qu’il existe au moins un point Po de l’espace 2 
et une valeur de ¢ = w tels, que™ 









T..Po = Po. 





Supposons de plus que le systéme dynamique est tel, qu’il existe une mesure 
transitive qui soit positive pour tout ensemble ouvert non vide de ©. 

Vu cette propriété de la mesure m on voit que l’ensemble ergodique correspon- 
dant ©,, est partout dense dans 2. 

Or en vertu de l’existence d’un mouvement périodique, l’espace n’est pas un 
ensemble minimal. Donc €,, n’est pas fermé et ne contient aucun ensemble 
ouvert. 

On voit bien que dans ce cas la structure des ensembles ergodiques est déja 
assez compliquée. 













§3 


i Dans ce paragraphe nous allons esquisser briévement une interprétation phys 
ique des résultats que nous venons d’établir. 








18 Ce sera bien le cas si par exemple l’espace © est une multiplicité n-dimensionnelle 
fermée et bornée et si la mesure ordinaire de Lebesgue sur cette multiplicité est transitive. 
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Remarquons d’abord que la notion d’une mesure devient intuitive quand on 
considére la distribution d’une quantité finie de la masse dans l’espace ©. 

La mesure m(A) pourra alors étre interprétée comme la quantité de la masse 
contenue dans A. Dans cet ordre d’idées les mesures normalisées correspondent 
au cas, ou la quantité totale de la masse est égale A l’unité. 

Cela étant, envisageons une distribution dans Q et supposons que pendant 
le mouvement les quantités de la masse attachées 4 des ensembles de 2 se meu- 
vent avec eux de fagon que la masse qui se trouvait 4 l’instant zéro dans A se 
trouve 4 l’instant ¢ dans T',A. 

Alors la quantité de la masse m,(A) contenue dans A 4 l’instant ¢ est égale A 
la quantité de la masse m(T_,A) contenue dans T_,A 4 l’instant initial: 


m,(A) => m(T_,A). 


Tout particuliérement intéressant est le cas ot cette distribution est station- 
naire, c’est-d-dire ne dépend pas du temps: 


m,(A) = m(A). 


Il est clair que dans ce cas la mesure correspondante m est invariante. 

Inversement toute distribution correspondant 4 une mesure invariante est 
stationnaire. 

Nous allons voir maintenant quelles sont les propriétés caractéristiques d’une 
distribution stationnaire qui correspond 4 une mesure transitive. 

Nous avons établi au paragraphe précédent (v. théorémes XI—XIII) que pour 
une telle distribution toute la masse est localisée dans un ensemble (ensemble 
ergodique) dans lequel une quantité donnée de la masse ne peut étre distribuée 
stationnairement que d’une seule maniére. 

C’est la propriété caractéristique des distributions stationnaires correspon- 
dant 4 des mesures transitives. 

Supposons en effet qu’une distribution stationnaire est localisée dans un 
ensemble € dans lequel une quantité donnée de la masse ne peut étre distribuée 
stationnairement que d’une seule maniére. 

Soit m la mesure correspondant A cette distribution: il est clair que m est 
transitive. 

En effet si m n’est pas transitive, alors il est possible de trouver deux ensembles 
invariants Z,, E, sans points communs de facon que 


m(E;) > 0, m( Ee) > 0, Q= £, a Ez. 
Or, vu que la distribution est localisée en © nous avons 


m(Q2) = m(G); m(Q — ©) = 0. 
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Envisageons donc les mesures normalisées invariantes: 


m(AE,). ~ m(A Ep) 


m(E;) ’ 7 


wand m( Ex) 


et remarquons qu’elles sont différentes, vu que 
m2(E;) = m (2) = 0 
m(E;) = m(f2) = 1. 
En remarquant aussi que 


m(C) = m(C) = 1; 






m (2 — 6) = m(2 — 6) = 0 





on constate que les distributions correspondantes respectivement & m, et m 
sont les deux distributions stationnaires différentes de la méme quantité totale 
de la masse, toutes les deux étant localisée dans GC. 

Or cela étant incompatible avec la définition de € on en déduit que la mesure 
considérée m doit étre transitive. 

Ainsi, lorsque une distribution stationnaire est localisée dans un ensemble 
dans lequel une quantité donnée de la masse ne peut étre distribuée stationnaire- 
ment que d’une seule maniére, la mesure correspondante est transitive et in- 
versement. 

Dans le paragraphe précédent nous avons démontré qu’il a toujours des 
distributions stationnaires (v. le théoréme I, §2) et méme qu’il y a toujours 
méme des distributions transitives (v. le théoréme IV, §2). 

Nous avons démontré de plus que toute distribution stationnaire peut étre 
obtenue par une superposition convenable des distributions transitives (v. le 
théoréme XIV, §2). Ce fait présente évidemment une analogie assez nette avec 
les développements des fonctions de variables réelles suivant un systéme 
complet de fonctions orthogonales et normales. 

Remarquons 4 présent qu’en vertu du théoréme VII (§2) toute distribution 
stationnaire est localisée dans l’ensemble ®t des points réguliers. 

C’est pour cette raison que nous avons appelé les mouvements qui correspon- 
dent aux points réguliers les mouvements stationnaires. 

D’aprés le théoréme VIII (§2), tout mouvement non stationnaire est statis- 
tiquement asymptotique 4 l’ensemble des mouvements stationnaires ce qui met 
en lumiére la circonstance importante qu’au point de vue de la statistique les 
mouvements stationnaires seront les plus probables. 

Les mouvements stationnaires possédent la propriété d’une périodicité ap- 
prochée ou plutdét de la récurrence—celle de la stabilité forte au sens de Poisson 
(v. le théoréme VI, §2). Ces mouvements possédent en outre une propriété 





1 Nous dirons qu’une distribution stationnaire est transitive si la mesure correspon- 
dante est transitive. 
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trés importante au point de vue physique—celle d’avoir un spectre—ils sont 
distribués suivant les états de régime, le spectre étant le méme pour les mou- 
vements appartenant au méme état de régime (v. les théorémes IX-XIX, §2). 

En terminant l’exposition de ce mémoire remarquons que les physiciens et les 
ingénieurs qui s’occupent des phénoménes vibratoires, utilisent fréquemment 
les notions des oscillations stationnaires et des états de régime-d’une facgon 
intuitive il est vrai, et sans se préoccuper de leur donner une définition générale. 

Les définitions correspondantes que nous avons introduites dans ce mémoire 
présentent au fond un essai de donner un sens mathématique précis aux idées 


intuitives des physiciens et des ingénieurs dans le domaine de la mécanique non 
linéaire. 


Kerr, U. R. 8. 8. 
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er TE & tea me, 


1. von Neumann and Jordan? have noted that for any Banach space B there 
is a unique smallest positive constant C between one and two with the property 











































that if z and y are elements of B, not both equal to the zero element, then the 8 
following relation holds: li 
1 lz +y|P + Ile — y IP 
— < F(z,y) = < CC 
C 2(|| x ||? + Il y |?) fc 
In the paper to which we refer, these authors have demonstrated that the con- (1 
dition C = 1 is necessary and sufficient in order that the space B shall be one of 
the following: (a) finite dimensional Euclidean space, (b) Hilbert space, or (c) W 
hyper-Hilbert space. co 
In this note we give a precise evaluation of this constant for the Lebesgue 
spaces L, and l, for all p 2 1. 
U: 
2. We repeat the definitions of the spaces with which we shall deal. (2 
By space L, is meant the set of all complex valued measurable functions 2(?) 
1 A: 
in the interval 0 < ¢ < 1, for which the integral / | a(t) |? dt exists. ‘The norm 
° (3) 
is defined by || x || = (J | a(t) |? au)” om 
By space 1” is meant the set of all n-tuples of complex numbers, 
t= (11, Xe, = 2 Sadi | z || = ws | as |P)uP, 
By space I, is meant the set of all sequences of complex numbers our 
x = (41, %,--- ) " 
such that }>%_, | 2; |? converges; || z || = (D5%-, | x: |?) ie 
We now state our result as follows: Sins 
Turorem. For space L,, space l,, or any space I” with n = 2, the von @. 
Neumann-Jordan constant has the value : 
22-plp for lsops 2, 
2\p—2)!p for p = >. co 
°J 
396-4 






1 National Research Fellow. 
2 J. v. Neumann and Jordan, On Inner Products in Linear Metric Spaces, Annals of 


Mathematics, v. 36 (1935), pp. 719-724. 
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It will be noted that within this collection of spaces conjugate spaces have 
identical constants. We remark also that for p = «, C assumes its limiting 
value 2. 

Proor: Consider the two vectors % = (1, 0), yo = (0, 1) of space 1 Since 
F(x, yo) = 2°-/?, this example shows that C(I?) is > 2°-»/» (1 < p < 2). 
It may easily be verified that F(z + y, x — y) = 1/F(a, y), so that our same 
two vectors allow us to infer C(1°?’) = 2‘°-)/» (p > 2). Since all the other 
spaces considered contain two dimensional manifolds isometric with I‘, these 
two statements are also true if space I‘?) be replaced by I") (n > 2), l, or Ly. 

It remains merely to show that in all cases C does not exceed the stated value. 
Since all the spaces considered are isometric with an appropriately chosen closed 
linear manifold of space L,, it is sufficient to consider merely the latter. 

Since for p = 1 the extreme value C = 2 was attained by our example, we 
consider first 1 <p <2. Letz, yeLy, || x || + || y || > 0. Hélder’s Inequality 
for sums gives us the relation 


(1) fjatyl?+ile—y ls 2% (ety let ix —y lore, 


We now apply a result previously obtained by the present author® in another 
connection: namely, that under our hypotheses we have the inequality 


|z+ylle+ la —y lle S 2( 2 |? + ly |lP)e 
Using this, (1) becomes 


(2) 
y 


(2) lz +yl?+ lz —y ll? Ss 2( x |? + lly ll)”. 
A second application of Hélder’s Inequality gives 
(3) |= ll? + ly ll? = 242» (|| zl? + Ty |)”, 


and substituting (3) in (2) gives precisely 





|| zr+y ||? + | zt—Yy ||? < 22-v)ip, 
2(lzl?+ilyl?) ~~ 


our result. (Since F(z + y, x — y) = 1/F(z, y), the upper and lower bounds of 
F are reciprocals.) 

For p = 2 the same computation is repeated, the réles of p and q being inter- 
changed. (The intermediary result needed in obtaining the analogue of (2) 
from the analogue of (1) is again to be found in the paper last cited.) Since 
(2 — q)/q = (p — 2)/p, the required result is reached. 


PRINCETON UNIVERSITY, AND 
Tue INSTITUTE FoR ADVANCED Stupy. 





J. A. Clarkson, Uniformly Convex Spaces, Trans. Am. Math. Soc., v. 40 (1936), pp. 
3%~414, Th. 2. 






























ANNALS OF MATHEMATICS 
Vol. 38, No. 1, January, 1937 


ARITHMETIC IN A SPECIAL CLASS OF ALGEBRAS 
By Orto F. G. ScHILLING 


(Received May 20, 1936) 


In this paper we shall generalize some results obtained in the author’s disser- 
tation.!. There we derived explicit relations for the class number’ of a total 
matric algebra S over an algebraic number field k and showed that every maxi- 
mal order of S contains the maximal order of a suitably chosen splitting field K 
of S.3 An analysis of our proofs in the above mentioned paper shows that the 
method in each case is to reduce the question of whether an ideal of a normal 
simple algebra A over a finite number field k is principal or not to a question 
concerning norms. Mr. Martin Eichler of Halle (Germany) communicated the 
following fundamental result to us: 


“Tf the centrum k of the normal simple algebra A of degree n > 2 is exactly equal 
to the common part of the absolute class field Ko* of k and the field k,, of the n-th roots 
of unity over k, then an ideal of A is principal if and only if its reduced norm’ lies 
in the ray R,° belonging to the product a of all infinite prime spots of k which are 
ramified in A.’ In the case n = 2 one must also assume a = 1 for the validity of 
the criterion.” 

With the help of this criterion we resume the investigation of class numbers 
and imbedding problems in this general class of algebras. In the following work 
we assume that the situation regarding A, k is exactly the same as in the suff- 
cient conditions of M. Eichler’s criterion. 

Lemma 1: Every class of ideals (right ideals or left ideals) with respect to a fixed 
maximal order M of A can be represented by ideals which are prime to an arbitrarily 


given ideal. 
Proor: Cf. a paper of H. Nehrkorn.*® 





10. Schilling, Uber gewisse Beziehungen zwischen der Arithmetik hyperkomplezer Zahl- 
systeme und algebraischer Zahlkérper, Math. Annalen vol. 111 (1935). 

2 For the different notions of class numbers in algebras cf. E. Artin, Zur Arithmetik 
hyperkomplexer Zahlen, Abh. math. Sem. Hamburg vol. 5 (1928). 

’ For the notions of splitting field and maximal commutative subfield of an algebra see 
e.g. Max Deuring, Algebren, Berlin (1935), particularly p. 46. 

4 The absolute class field Ko of k is the uniquely determined unramified abelian extension 
of k, in which all ideals of k become principal ideals. 

5 See footnote (3) p. 82-83. 

6 For the notion of ray (Strahl) etc. cf. H. Hasse, Bericht tiber neuere Untersuchungen und 
Probleme aus der Theorie der algebraischen Zahlkérper, Jahresbericht der DMV 1930, part I. 

7 Cf. footnote (3) p. 116-117. 

8H. Nehrkorn, Uber die absolute Idealklassengruppe und Einheiten in algebraischen 
Zahlkérpern, Abh. math. Sem. Hamburg, vol. 9 (1933). 
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Lemma 2: Every element a = 1 (mod a) of k which is prime to the discriminant 
d of A is representable as the reduced norm of an element A of A. 

Proor: Prof. H. Hasse and the author showed in a joint paper® that under 
the conditions we assume here the proposition of the lemma holds. 


Now write n = 2#n with (m, 2) = 1 and assume for the moment that k 
contains the 2#-th roots of unity. Then lemma 2 can be extended to 


Lemma 2’: Every element a = 1 (mod a) of k is representable as the reduced norm 


of an element A of A. 
We refer again to the above mentioned paper. 


Lema 3: Every prime ideal p of k which is prime to the discriminant d of A can 
be represented as the reduced norm of suitably chosen ideals of A." 

Proor: This is an obvious consequence of the local theory of normal simple 
algebras." 

Now we can proceed to the proof of 


TuHEorEM 1: The class number of the algebra A is equal to the index (C:R,).” 

Proor: First we observe that the number of classes in A with respect to a 
fixed maximal order M is not changed if we consider only ideals which are prime 
to the discriminant d of A. This is the meaning of lemma 1. The class num- 
bers in k with respect to an arbitrarily given ray are not changed by omitting the 
ideals divisible by divisors of d." 

Now we form the reduced norm of all ideals Bof M. This is a mapping of the 
system of non-equivalent right ideals of M in the class group C/R, of k. We 
show that we can establish a one to one correspondence between the classes in 
M and the classes in k. By virtue of lemma 2 and Eichler’s criterion all 
and only the ideals (a) of R, are norms of principal ideals MA of M. Further- 
more lemma 8 asserts that all classes of the group C/R, can be obtained in the 
form NMB.R, = N(MB.{A}). But this completes the proof. 


Lemma 4: The reduced norms of the two-sided prime divisors P of the prime ideals 
P are equal to p"!™» , where m, denotes the p-index of A." 
Proor: Again we refer to the local theory of algebras." 


Under the assumption that k contains the 2-th roots of unity holds the 





* H. Hasse und O. Schilling, Die Normen aus einer normalen Divisionsalgebra tiber einem 
algebraischen Zahlkérper, Crelle vol. 175 (1936). 

‘’ For the notion of discriminant ef. footnote (3) p. 87. 

HH. Hasse, Uber p-adische Schiefkérper und ihre Bedeutung fiir die Arithmetik hyperkom- 
plexer Zahlen, Math. Annalen vol. 104 (1931). 

” For this notation ef. the report of Hasse under footnote (6). Here C symbolizes all 
ideals of k. 

'® See report of Hasse, p. 5. 

‘See report of Deuring (footnote (3)), p. 116. 

'® See footnote (11). 
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THEeorEM 2: The number of types in A is equal to the index 
(C: [I], {p/™} -R,) inks 


Proor: One says that two ideals B,; and Be are equivalent in the broader sense" 
if and only if there exists a two-sided ideal C in M and a regular element A of A, 
such that Bp = CB,A. Then the number of types is equal to the number of 
ideal classes in the broader sense. B, = Be: leads toCB, ~ Bz. By virtue of 
Eichler’s criterion this is equivalent to NCB, = NB: (mod R,). Now the 
unit class in the sense of broader equivalence is mapped according to lemma 4 
on the class group [[, {p"/"»}-R, containing the ray R,. This completes 
the proof. 


Remark: It is obvious that all algebras A of degree n > 2 with the same 
infinite ramifications all have the same class number. But the number of types 
depends on the finite ramifications. In the case n = 2 all indefinite algebras of 
quaternions have the same class number as the centrum k. (a = 1) 


Let K be a maximal commutative subfield of A. Then it is a well known fact 
that there always exist special maximal orders M of A which contain the maxi- 
mal order O of K.'® It is natural to ask if one can find splitting fields K of A 
for an arbitrary maximal order M such that the maximal order of the field K is 
contained in M. We shall answer this question in the affirmative and show the 


THEOREM 3: Every maximal order M of A contains at least the maximal order O 
of a suitably chosen maximal commutative subfield K of A. Furthermore these 
fields K can be chosen in such a way that they are isomorphic to a cyclic splitting 
field of maximal degree in A. 

Proor: It is quite obvious that it is sufficient to show that in each type of 
maximal orders of A there exists a maximal order with the postulated qualities. 

The number of types is always at most equal to the class number. We shall 
take advantage of this fact. Every maximal order M’ is the right order of 
suitably chosen left ideals L’ of M." Therefore it suffices to construct a cyclic 
splitting field K of A degree n such that every class with respect to a fixed maxi- 
mal order M containing the maximal order O of K can be represented by an ideal 
which is the extension of an ideall in O. L’ = Ml with Ol = 1. Hence the 
right order M’ of L’ contains O. 

For this construction we divide the prime ideals of k into two classes: 

i) divisors pg of the discriminant d of A, 
ii) all other prime ideals of k. 
The theorem of arithmetic progressions in algebraic number fields” asserts that 





16 With {p"/"p} we denote the infinite cycle generated by the power p"/™». 
17 See footnote (2). This equivalence shall be denoted by the symbol =. 
18 H. Hasse, Uber gewisse Ideale in einer einfachen Algebra, Exposés math publ. Ala mém. 
de J. Herbrand. Act. sci. ind. (1934), p. 104. 

19 Cf. footnote (2). 

20 Cf. footnote (6), p. 32. 
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in every class k of C/R, there exist infinitely many prime ideals p, belonging to 
the class ii). Now we chose an arbitrary complete system of representatives 
p,. By virtue of the existence theorems for algebraic number fields” there 
exists a splitting field K of the algebra A such that the prime ideals p, are totally 


decomposed in K: 
Op, = Bi? ... BY. 


We take then an arbitrary but fixed representation K of K in the algebra A. 
There then exists, as already mentioned, at least one maximal order M of A 
which contains the maximal order O of K. If we select out of every decomposi- 
tion Op, = Pi .-- Pi” an arbitrary prime ideal P,, then the extensions 
MP,, represent all classes of A with respect to M. This follows immediately 
from theorem 1; if some of the ideals MP, were equivalent, then their reduced 
norms NMP, were congruent mod R,. But it is NMP, = NxPy = px,” and 
the p, were selected as representatives of the group C/R,. The right orders 
M,, of the ideals MP, contain the maximal order O of K. Among the maximal 
orders M, is surely a system of representatives for all types of A. 

Finally one sees that every maximal order contains infinitely many maximal 
orders of splitting fields K, according to the infinitely many possible choices of 
splitting fields used in the construction. Among these are infinitely many cyclic 
splitting fields. 


This proof also shows that the class number of an arbitrary simple algebra A 
is at least equal to the class number of the centrum. We construct a splitting 
field K of A in which the prime ideals p; that represent the absolute classes of 
ideals in k and which are prime to the discriminant d are totally decomposed, i.e. 
pi = P{... B!"’. Again the maximal order M may contain the maximal 
order of a suitably imbedded K isomorphic to K. Then the ideals MP; are not 
equivalent. MP; ~ MP; for 7 ¥ j would lead to NMP; = p; ~ NMP; = p,, 
which is in contradiction to the special choice of the primes pi. 


Tue INSTITUTE FOR ADVANCED Stupy. 





*1H. Hasse, Zwei Existenztheoreme wber algebraische Zahlkérper, Math. Ann. vol. 95 
(1925), also W. Grunwald, Ein allgemeines Existenztheorem fiir algebraische Zahlkérper, 
Crelle vol. 169 (1933). 

* Cf. footnote (1), p. 380, 388. 
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ARCS IN AFFINELY CONNECTED SPACES hh 
By T. Y. THomas : 
(Received September 21, 1936) be 
1. By an analytic manifold IN in the following we mean briefly a Hausdorff : 
space with coordinate neighborhoods N (homeomorphic to the interior of an a 
n-dimensional euclidean sphere) such that the coordinate relationships between th 
the coordinates of intersecting neighborhoods are analytic. We shall understand af 
that any point set U C 9 which is homeomorphic to the interior of an n-dimen- pt 
sional euclidean sphere (n = 2) and in which a system of coordinates z', --- , 2" of 
can be defined (one to one correspondence between the coordinates of the system 
and points of the set) such that the coordinates of U are related analytically If 
(with non-vanishing jacobians) to the coordinates of neighborhoods in J is ' 
likewise admissable as a coordinate neighborhood N. th 
The above coordinate neighborhoods in J will also be called proper coordinate ge 
neighborhoods. An open point set S C Yt which is the continuous map of a ‘sai 
(proper) coordinate neighborhood of the n-dimensional euclidean space will be said of 
to be an improper coordinate neighborhood of I with respect to the coordinates ge 
z!, --- , 2", which are thus introduced in S, if any point 7 C S is contained ina af 
| (proper) coordinate neighborhood N(T7’) having the z!, --- , 2" as coordinates. th 
i Thus the coordinates of an improper coordinate neighborhood S are locally in 
| one to one correspondence with points of Jt but not necessarily over the entire , 
neighborhood S. When reference is made in the following to a coordinate te 
neighborhood in Yt without further qualification this is to be understood as th 
meaning a proper coordinate neighborhood. ern 
By an analytic arc C in an analytic manifold )t we mean a point set C(t) in M oo 
such that the following properties are satisfied: (1) the set C(#) or arc is repre- die 
sentable by functions x*(t) analytic in an open or closed interval of the ¢-axis, and ond 
(2) it has a definite (i.e. non-vanishing tangent) at each of its points. Since the | 
closed analytic arc C(t) where a S t S 6 is defined by functions x(t) analytic in 
the closed interval a S t S b in accordance with our definition it follows that the 
are can be extended slightly beyond its end points C(a) and C(b), i.e. the are C(t) poi 
is contained in an analytic are C*(t) defined in an open intervala — « <t<b+e anc 
where e is a sufficiently small positive constant such that C*(t) = C(t) fora $ suc 






t<b. Anarc C is simple if the point set C(t) is homeomorphic to the interval 
of the t-axis over which this set is defined. 

An analytic manifold 32% will be called an analytic affinely connected space if an 
affine connection I is defined over 2 such that the components of the connection 
are analytic functions of the coordinates of QM. 
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Recently Hassler Whitney’ has given a very interesting and complete discus- 
sion of coordinate manifolds of class C’, i.e. coordinate manifolds such that the 
coordinate relationships between the coordinates of intersecting neighborhoods 
are continuous and have continuous partial derivatives to the order r inclusive. 
In the present communication we have considered the question of covering an 
analytic are in an analytic affinely connected space by a (proper or improper) 
coordinate neighborhood and have shown that any two points of this space can 
be joined by an analytic arc. We have then extended this latter result to any 
finite number of points and have given a simple application of this general 
theorem to the question of approximating a continuous are by an analytic one 
in an analytic affinely connected space. This raises the question of whether 
these and related results can be proved for an analytic manifold 2 (without 
affine connection). Apparently no light is thrown on the solution of this 
problem by the following considerations since we have made a very definite use 
of the affine connection of the space. 

An interesting question which is not treated in this paper is the following: 
If points P and Q of an analytic affinely connected space, simply connected in the 
topological sense, are joined by two analytic ares C and C’ is it possible to imbed 
these arcs in a two dimensional analytic surface which can be conceived as 
generated by a one parameter family of analytic arcs joining P and Q and con- 
taining the given ares C and C’ as members? The knowledge of the existence 
of such a surface would be: useful in treating certain problems of differential 
geometry involving the integration of systems of differential equations over 
affinely connected spaces. It may be expected that the methods and results of 
the following paper will be helpful in the solution of this problem. 


2. Let S denote an analytic affinely connected space. Let P of any point of 
€ and let p* be the coordinates of P in some system of coordinates x* containing 
this point. We shall need the Sollowing theorem on normal coordinates.? There 
exist constants A > 0 and B > 0 and a set of functions f(x, y) analytic in the 2n 
variables x and y* in a domain | x§ — p*| < A and | y*| < B such that the rela- 
tions x* = f(x, y) define a system of normal coordinates y* for | y*| < B, the 
origin of the system being any point with coordinates x§ in the domain 


[ao — p*| <A. 
Let P and Q be any two points (distinct or not) of S and suppose that these 
points can be joined by an analytic are C(t) where 0 < ¢ < 1 such that C(0) = P 
andC(1)= Q. Consider n vectors Vay, --- , Vin) at P with components V7¢;) (0) 


such that the determinant | V¢;)(0) | does not vanish, i.e. these vectors are 
independent. Displacing the vectors V:i) at P by parallel displacement along 





' Differentiable manifolds, Annals of Math., 37 (1936) pp. 645-680. 
* See T. Y. Thomas, On normal coordinates, Proc. Nat. Acad. Sci., 22, (1936), pp. 309-312. 
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the arc C we determine a set of n independent analytic vector fields V(t) 
defined over C, Now form the equations 


(2.1) fi) = > aiVé,)(t), («., wind =), 
which determine the a as a set of n analytic scalers over the are C. In view of 
the requirement that the tangent vector a) does not vanish at any point of ( 
it follows that at no point of C can all the n quantities aj(¢) be equal to zero 
simultaneously: It is thus evidently possible to define analytic scalars a;(t) 
on C, i.e. in the interval 0 < ¢ S 1, wherez = 1,---, mand m = 2,.--.,n 
such that the determinant 








will not vanish at any point of C. Now consider the equations 


(2.2) i) = : ai(t)Vey(t), 


which define n — 1 analytic vectors &m) on C. Since the above determinants 
| a; | and | VZ,) | do not vanish on C it follows from the combined equations 
(2.1) and (2.2) that the set of n vectors & 1), - - - , &(n) is independent on C, i.e. the 
determinant 


1 
Bay ees Cy 


1 
Ee) «++ Els) 








is not equal to zero at any point of this are. 

As a matter of convenient terminology we shall say that the vectors £&@), --: ; 
£(,) at any point of the arc C are normal to C at the point in question. At any 
point R of the are C there then exists a normal surface of local character which is 
generated by the totality of paths issuing from R and having the directions 

Do a” En) 

m=2 
where the a’s are arbitrary constants. It is evident from its definition that this 
normal surface has an invariant determination, i.e. it is independent of the un- 
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derlying system of coordinates x*. In the normal coordinates y* with origin at 
the point R the equations of the normal surface are thus given parametrically by 


n 


(2.3) y= 2 km) 
in terms of the parameters 2’, --- , 2" or coordinates of the surface such that 


2” | <v where » is a sufficiently small positive constant. From the fact that 
the matrix || &%,) || of the coefficients of the z’s in (2.3) has rank n — 1 it follows 
that the normal surface is n — 1 dimensional. 

If we denote by x* = x¢(t) the equations of the arc C in general coordinates x* 
then the equations 


(2.4) xe = f2(xo(t), Do 2”Em(t)) 


define the normal surfaces at all points of an interval |¢t — t’| < » where 0 S 
t' < 1 and for all values of the z’s such that | z” | < v provided that the positive 
constants » and » are sufficiently small. Since the are C(t) where0 St S lisa 
closed compact point set it can be covered by a finite number of the above inter- 
vals |¢ — t’| < w and these can be numbered consecutively in accordance with 
increasing values of the parameter t’. Corresponding to each of these intervals 
there thus exists a set of equations of the type (2.4) which define the normal 
surfaces to the are C. 


3. Let us now change our point of view with regard to the equations (2.4). 
Instead of holding the parameter ¢ fixed and varying the z’s, which results in the 
equations of the normal surfaces as we have seen, let us now hold the z’s fixed 
subject of course to the inequalities | z"| < v and vary the parameter ¢ subject 
to the inequality |¢ — t’| <u. This results in a congruence, of analytic ares 
containing as one of its members the portion of the are C corresponding to the 
interval |t — ¢t’| < uw appropriate to the equations (2.4) under consideration.’ 
As the parameters determinative of these arcs we have the n — 1 coordinates of 
the normal surfaces. We proceed to consider the relationship between the 
parameters 2” of the ares corresponding to the finite number of intervals | t — t’ | 
< » by which the are C is covered. 

Under any transformation of the coordinates x* the normal coordinates y* 
and the quantities &), --- , &,) transform as the components of contravariant 
vectors associated with the origin of the normal coordinate system. It follows 
from (2.3) that the coordinates z” of any normal surface and hence the parameters 
2” of the above congruences are invariant with respect to coordinate transformations 
in the affinely connected space ©. Hence if we denote by \ the smallest of the 





* The fact that the arcs of this congruence are analytic with respect to the parameter ¢ 
follows immediately from the fact that the arc C is analytic as well as the functions f*(2o, y) 
defining the normal coordinates. Strictly speaking we have not here shown that these arcs 
have a non-vanishing tangent at each of their points but this is a consequence of the theo- 
rem in §5 provided that the constants » and » are sufficiently small. 
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constants » corresponding to the intervals | t — t’ | < » by which the arc C is 
covered we can replace these congruences by a single congruence having the 
combined t-interval and referred to parameters 2” such that | 2" |<). We have 
thus established the following result: The arc C(t) can be embedded in an 
(n — 1) parameter family C(t, 27, --- , 2") of analytic arcs the coordinates of whose 
points are analytic functions of the n variables t, 2, --- ,z"inadomain0 Sts 1 
and | z™| < \ where d is a sufficiently small positive constant, this family of analytic 
arcs being such that C(t, 0,--- , 0) = C(t), ie. the family contains the above arc 
C(t) corresponding to the values z™ = 0 of the parameters. 


4. Let R be any point of the are C(t) and consider those relations (2.4) which 
are valid in a ¢-interval containing R. Regarding ¢ = z' and 2?,--- , 2" as 
independent variables the functional determinant of (2.4) is 


1 
faye? Ely 


1 
F(a) +++ &(2) 








1 
Einy e+ En) 


at R and this determinant as we have seen is different from zero. Hence the 
relations (2.4) define a coordinate transformation for | t — t’ | < wand | 2"| <y 
where uw and » are sufficiently small positive constants, i.e. there exists a co- 
ordinate neighborhood N(R) with coordinates t = 2z!, 2?, --- , 2" satisfying the 
above inequalities. It is then possible to cover C by a finite number of such 
coordinate neighborhoods. Taking » to be the smallest of the constants 7 
corresponding t6 these neighborhoods we have immediately the following 
theorem. 


THEorEMI. Any analytic arc C(t) where 0 S t S 1 is contained in an improper 
coordinate neighborhood A in S, the coordinates z', z*, --- , 2" of A being such 
that —a < 2! << 1+ aand|z"| < dr form = 2, --- , n where a and d are suff- 
ciently small positive constants and such that the arc C(t) is the portion 0 S 2 31 
of the z! axis along which the relation t = z! is valid. 


5. By use of the theorem of Bolzat we can now deduce the existence of a 
proper coordinate neighborhood of a simple analytic are C(t). We first state this 
theorem in the following general form. Let M(Z) be a metric space and M(X) 
a topological space such that the three following conditions are satisfied: 

(a) There exists a function f(Z) such that X = f(Z) defines a continuous map 
of M(Z) on M(X). 





‘O. Bolza, Vorlesungen tiber Variationsrechung, Teubner, 1909, p. 160. Cp. also W. 
Mayer, Lecture Notes on the Calculus of Variations, Princeton, 1935-36, p. 50. 
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(8) There exists a closed compact subset C of M(Z) which is in one to one 
correspondence with its map f(C). 

(y) Each point Z of C is contained in a neighborhood U(Z) which is in one to 
one correspondence with its map f(U(Z)). 

Denote by U,(C) the set of all points Z in M(Z) with the property that to 
each point Z C U,(C) there exists a point Z’ of C such that the distance ZZ’ < p. 
The theorem of Bolza then states that there exists a set U,(C) with p > 0 which 
is in one to one correspondence with its map f(U,(C)). 

We now take as the metric space M(Z) the domain A of the n-dimensional 
euclidean space defined by —a < z' < 1+ aand|z"| <form =2,---,n 
occurring in the above theorem (Euclidean definition of distance in this domain). 
As the topological space M(X) we take the space S. Then condition (a) is 
satisfied by the correspondence defined by the above equations (2.4). As the 
closed compact subset C in condition (8) we take the portion of the z! axis in A 
corresponding to 0 S z! S 5b; this is in one to one correspondence with the arc 
C(t) on account of the relation ¢ = z' and the fact that C(t) is a simple arc. 
Hence condition (8) is satisfied. Finally condition (7) is satisfied in consequence 
of the fact that the coordinates z!, --- , z" in A are also the coordinates of an 
improper coordinate neighborhood of ©. This gives the following theorem. 


THEOREM II. Any simple analytic arc C(t) where 0 S t S 1 is contained in a 
proper coordinate neighborhood A in ©, the coordinates z', 27, ---, 2" of A being 
such that —a < 2! < 1+ aand|z"| < form = 2, --- , n where a and d are 
sufficiently small positive constants and such that the arc C(t) is the portion 0 S 
2! < 1 of the z' axis along which the relation t = z! is valid. 


6. Let P be any point of S and denote by 2t(P) the set of all points Q of S such 
that P can be joined by Q by an analytic arc, i.e. if Q C M(P) there exists an 
analytic arc C(t) where 0 < ¢ S 1 such that P = C(0) and Q = C(1). Since 
P CMP) the set M(P) is not empty. 

Now let N(Q) be any neighborhood of Q C M(P) such that N(Q) C A where 
A is the coordinate neighborhood occurring in Theorem I. Then P can be 
joined to any point Q’ C N(Q) by a euclidean straight line / defined with respect 
to z coordinate system in A. Since / is an analytic arc in © it follows that the 
set It(P) is open. 7 

Now consider a sequence of points Q, — Q such that Q, C M(P). We shall 
show in §§7, 8 and 9 that Q C M(P). Hence M(P) is a non-vacuous open and 
closed subset of the space ©. Assuming that © is connected in the topological 
sense it follows that Mt(P) = G, i.e. the point P can be joined to any point Q 
by an analytic are. 


7. Let 2* be the coordinates of a system of normal coordinates with origin at 
the point Q. Denoting by P'g,(zx), the components of the affine connection in 
this system we then have '3, (0) = 0, i.e. these components vanish at the point Q. 
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Let = be a spherical neighborhood with center at Q, this neighborhood being 
constructed with reference to the x coordinate system (euclidean definition of 
distance in the x system). Then any point Q’ C = can be joined to the point 
Q by one and only one path lying in 2. 

Since Q; — Q there exists a number N such that for k 2 N all points Q; CX. 
For any such point Q, let ¢, be the unit vector which gives the direction of the 
(unique) path in = which issues from Q; and passes through the point Q. We 
can now find a subset of points Q; which we shall also denote by Q; for k = 
1,2, --- for which the above unit vectors ¢; approach a unit vector ¢ as a limit, 
i.e. {; > £ask— o. By means of an orthogonal rotation of the coordinates 2° 
in > about the point Q which leaves unchanged the character of these coordinates 
as normal coordinates we can give the components of the limiting vector ¢ the 
values (0, --- , 0,1). We consider in the following that this rotation has been 
effected while continuing to employ the above designations for coordinates and 
vectors. 

Now define constants a} which we associate with the point Q; by means of the 
equations 


5}, at Q,, (@=1,---,n;r=1,---,n—-1), 
= fy, at Q,, (¢=1,---,n). 


Since ¢} has very nearly the values (0, --- , 0, 1) for k sufficiently large (which we 
assume) it follows that the determinant | a}| of the above constants is different 
from zero. Also put V¢;) = 6] at Q; and define 


(7.1) 


(7.2) ti) = aiV?;) at Q,, 
j=1 


using the above values of the a’s and V’s for this purpose. Hence | é;) | #0 
at Q.. In particular we have from (7.2) that 


(7) = 6F at Q,, (a=1,---,n;r=1,---,n—}), 
Cn) = SF at Q:; (a=1,---,n). 


We now consider the analytic arc joining P to the point Q; and introduce (in any 
manner) the z coordinate system covering this arc as specified in Theorem I. 
Under the transformation x — z defined in a neighborhood of the point Q; sup- 
pose that £7, — W+, ic. W* are the components of the above vector £,) at Q: 
with respect to the z coordinate system. Construct in the z system an analytic 
arc C;,(é) where 0 < ¢ S 1 such that (1) we have C,(0) = P and C;(1) = Q; and 
(2) the tangent vector to C;, has components W@ at Q; (details omitted as con- 
struction is evidently possible). Then in the normal x coordinate system the 
tangent vector to the arc C; has components &f,) = 6{ at Q.. We now define 
the set of n analytic vectors V,;)(t) over C; by parallel displacement of the vectors 
with components V/;) = 67 at Q.. Next define n analytic scalars aj(t) over 
C;, as solutions of the equations (2.1) in which the éf,) are the components of 


(7.3) 
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the tangent vector &7,)(t) toC.. Then at Q, the aj (t) have the values 5} given 
by (7.1) and are moreover such that not all the a i(t) vanish simultaneously at 
any point of the arc C;. Also define analytic scalars a; (t) on Cy, ie.for0<t<1 
where i = 1, --- , mand m = 2, --- , nso that (1) the scalars a;(¢) have values 
given by (7.1) at Qi, (2) the Riealines da,,/dt = 0 at Q, and (3) the determinant 


|ai(t)| #0 on Cy (construction evidently possible). We can now define the 


set of n — 1 analytic vectors —@), --- , &n) over C; by the equations 

(7.4) E Gn) (t) mat p> ai(QVe;) 0, (a ee 1, s+, 8,5 = 2, Sarat n), 
fa 

and as so defined the vectors a(t), --- , &n)(t) will be independent on C; and 


will have the values given by (7.2) or (7.3) at Q: . 


8. As the next step in our procedure we construct for the arc C; the z co- 
ordinate system of Theorem I using for this purpose the vectors £m) defined on 
C; by (7.4). Consider the relations (2.4) which define the z coordinate system 
for the are C,. The functional determinant of (2.4) may be represented by 


af* dz5 m din 
p axe dt + De x3 aye” 





(8.1) 
> ve Em) 
1 aye © 
where the upper term gives the elements in the at» column and first row and the 
lower term the elements in the a‘** column and m** row for m = 2,---, n. 


Differentiating (7.4) we have 


kfm) _ da,, i dV¢;) 
the p> a Vin + 2 a ee 


Making use of the equations expressing the fact that the vectors V; are dis- 
placed by parallel displacement along the arc C; and also of the fact that da},/dt 
= 0 at Q; the latter equations become 


2B mm my > et! Ss hence 


a=l1 ¢=1 


(8.2) a se Spe bs eo T%, at Q:, 


since the derivatives dx? /dt = 71) = 6{ at the point Q.. Substituting (8.2) 
into (8.1) this determinant therefore becomes 


Oe ih ah ve 


an pul m3 col ay? 


of” 3 
p 1 aye EE) | 


2” fy) Tey 
(8.3) 


3 
Re 
ty 
‘ 
t 
? 
i 























128 T. Y. THOMAS 


at the point Q, where the quantities £f,) have the values given by (7.3). At 
the (fixed) point Q, which has coordinates z¢(1) in the normal z coordinate 
system under consideration the above determinant (8.3) is a function of then 
independent variables y* and the n — 1 independent variables z”. Restricting 
these variables by definite inequalities | yx | < Band | z™| <v and making use 
of the fact that f«(0, y) = y* we see that as Q; — Q, i.e. as rf — 0, the deter- 
minant (8.3) approaches 


af(0,y) ———afr(0, y) 


_ of'(0, y) 
dxi- 








Finally since f*(2, 0) = x¢ the right member of this latter equation approaches 
the value + 1 as y* — 0. 


9. In view of the above results concerning the limit of the determinant (8.3) 
we can find positive constants (a, b, c) such that for 


|zo|<a, |y*|<4b, [em] <4b, . | &) — da] <e 


where éf,) = ¢% as defined in §7 the determinant (8.3) will be different from zero. 
Holding fixed the value of the constant c we can take the constant a so small 
that the inequalities | xf | < a where the xf are the coordinates of the end point 
Q: of the arc C; will have the last set of the above inequalities as a consequence. 
In the above choice of constants a and b it is supposed that the relations 


xe = f-(x0, y) 


define normal coordinates y* for | z¢ | < a and | y*| < 4b. On account of 
the continuity of the functions f*(2o, y) it is possible to take these constants 
so that the point Q will be contained in the y coordinate system whenever 
| z¢ | < a and in fact so as to have coordinates y* such that | y*| < b. Now 
consider the normal surface N; to the arc C; at its end point Q; in the domain 
| z¢ | < a where it will lie for a sufficiently large value of k. Since in the equa- 
tions (2.3) defining the coordinates z” in the normal surface N; the £7, have 
approximately the values 6% (by taking k sufficiently large or the constant 4 
sufficiently small the £, will have values as near to the values 6% as desired) 
and since the left members y* of these equations may have values such that 
| y* | < 4b it follows that N; is certainly defined for | z™| < 3b. By our con- 
struction the path issuing from the point Q; and having the direction defined by 
¢@ in the y coordinate system with origin at Q, lies in the normal surface N; and 
also passes through the point Q. Hence Q lies on N;. But since Q has 
coordinates y* in this normal coordinate system such that | y*| < b and since 
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y™ = 2™ approximately for m = 2, --- , n it follows that the inequalities 
|z | < 2b are certainly satisfied by the coordinates z” of the point Q. 

We have now established the following results: 

(z) the normal surface N; to the arc C;, at the point Q; is defined for | 2" | < 3b. 

(8) the determinant (8.3) does not vanish in the domain | z"| < 3b of the 
surface Nx. 

(y) the point @ lies on the normal surface N; and has coordinates z™ such that 
|z™| < 2b. 

Let us now construct the coordinates z' = ¢, z*, --- , z" determined by the 
£f,,)(t) defined by (7.4) for the are C; (or more precisely for its continuation Ct 
mentioned in §1) with particular reference to a t-interval containing the point 
Q;, i.e. an interval |t — 1| <u. On account of the above results (a) and (8) 
it follows by the theorem of Bolza (we here omit the details involved in the 
application of this theorem) that there exist positive constants » and v with 
2b < v < 3b such that for | — 1| < wand |z"| < v the 2, --- , z" are the 
coordinates of a proper coordinate neighborhood A*. Now construct the im- 
proper coordinate neighborhood A for the arc C; as specified by Theorem I, this 
neighborhood having coordinates z', --- , 2" such that —a < z! < 1+ aand 
|z"| <<. In general we shall have \ < y and for definiteness this inequality 
may be taken to hold. The combined coordinate neighborhoods A and A* will 
then be an improper coordinate neighborhood § in the space © which can 
roughly be described as the map of a T-shaped proper coordinate neighborhood 
in the n-dimensional euclidean space of the coordinates z!, - -- , z" such that the 
point P lies near the lower extremity of the T and the point Q on the horizontal 
bar of this letter. We can now (evidently) construct an analytic are C(é) in 
X on the basis of the coordinates z!, -.- , z” in this neighborhood such that C(t) 
joins P to Q and this arc will be an analytic arc in the space S. The proof that 
Q C MP) is thus complete. 


10. To extend the above result we let P;, --- , P» be any finite number of 
points (distinct or not) in an analytic affinely connected space © of dimension- 
ality n = 2; we assume © also to be connected in the topological sense. Let 
M(Pi, --- , Pm) be the set of all points Q in S such that there exists an analytic 
are C(t) defined for 0 < ¢ S$ 1 which joins the points P;, --- , Pm, Q with in- 
creasing values t:( = 0) < te < --- < tm < mai (= 1) of the parameter ¢ corre- 
sponding to the points P;, --- , Pm, Q respectively. 

We proceed by induction, i.e. we assume that.any r points P;, --- , P, where 
r S mcan be joined by such an analytic are. Hence let C(t) be an analytic arc 
which joins as specified the above points P;,--- , Pm. Consider the coordinate 
neighborhood A of Theorem I having coordinates z', --- , 2” such that the arc 
C(¥) is the portion 0 < z! < 1 of the z' axis. Since the z' axis contains a point Q 
for which z! > 1 it follows immediately that the set M(Pi, --- , Pm) isnot empty. 

The previous considerations apply in detail to show that the set 


M(Pi, +++ , Pm) 
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is both open and closed. In fact the only additional requirement is that we 
must now select the analytic arcs which we constructed in the z coordinate 
neighborhoods of Theorem I in the above process so that they pass through the 
points P;, --- , Pm in the given order as the parameter ¢ increases. We thus 
arrive at the following general theorem. 


THEOREM III. Any finite number of points Pi, --- , P, (distinct or not) in an 
analytic affinely connected space S of dimensionality n = 2 which is also connected 
__ in the topological sense can be joined by an analytic arc C(t) defined for0 St <1 
such that for increasing values 0 < te < --- < ta < 1 of the parameter t the arc 
passes through the points in the given order. 


11. Let C be a continuous are in S. If C is closed and compact it admits a 
finite covering K by coordinate neighborhoods Ni, --- ,N,. Any analytic are T 
contained entirely in the covering K and having a point in each of the neighbor- 
hoods N,, --- , N, will be said to approximate C with respect to the covering K' 
But the covering K considered in itself is an analytic affinely connected space 
©S*. Taking points P,, --- , P,in the neighborhoods Ni, --- , N, respectively 
we can therefore apply Theorem III to give the existence of the approximating 
are T. To express the fact that the approximating are 7 exists for any such 
covering K let us say that the above continuous.are C can be approximated to 
any degree by an analytic are JT. Hence, any closed and compact continuous arc C 
in an analytic affinely connected space S can be approximated to any degree by an 
analytic arc T. 


In particular if S is a Riemann space we can use spherical neighborhoods based 
on the metric of the space. The approximating are T can then be taken to be 
such that any point of 7 is a distance < ¢ from C where e is an arbitrarily small 
positive constant. 


PRINCETON UNIVERSITY. 





5 More stringent conditions can of course be imposed on the approximating arc T in its 
relation to the are C and such may be desirable for certain applications of the concept of 
approximation. We have here so framed this definition that we obtain a result on approxi- 
mation as an immediate consequence of Theorem III. 
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A THEOREM ON THE POINCARE GROUP OF AN ALGEBRAIC 
HYPERSURFACE 


By Oscar ZARISKI 


(Received March 28, 1936) 


1. An algebraic hypersurface V,_; in a complex projective space S, forms a 
complex of 2r — 2 real dimensions in the space S, of 2r real dimensions. The 
purpose of this paper is to prove the following theorem on the Poincaré group 
of the residual space S, — V,-i: 


Main TuroreM: Let S,-1 be a generic, (i.e. non-singular! with respect to the 
V,-1) hyperplane in S, and let V,—2 be the corresponding hyperplane section of V,-1. 
If r > 2, then the Poincaré group of S, — V,-1 coincides with the Poincaré group of 
S-1 ia V2. 


If we apply this theorem successively to S,, S,.1, S,2,--- , we obtain the 
following: , 


Corottary. The Poincaré group of the residual space of an algebraic hyper- 
surface V,1, 7 > 2, coincides with the Poincaré group of the residual space of a 
generic plane section of V,-1.? 


Another consequence of the main theorem worth noticing is that the isolated 
singularities’ of a Vi1,7r > 2, have no effect upon the Poincaré group of its residual 
space. ; 


2. There are various ways of definining what is meant by a non-singular 
linear subspace S; with respect to the given V,1. The following definition 
seems the most natural and at the same time fits in best with our present purpose. 
A non-singular point of S, is a point not on V,1. A non-singular line is one 
which meets V,_; in n distinct points, where n is the order of V,. (we assume 
naturally that V,_; is free from multiple components). To define a non-singular 
Si, k S r — 1, we use induction with respect to r, since for r = 2 everything is 
already defined. We consider the hypercone of singular lines passing through 
a fixed point O of S;, not on V;1, and we denote by V‘Y, and by S‘"’, the 
section of this hypercone and of the given S; respectively, with an hyperplane 
S®, not passing through O. The S; is non-singular with respect to V;1 if the 
above point O (center of projection) can be so chosen on S;, that S‘2, is non-singular 





’ A formal definition of this intuitive concept is given below. 

* From a function-theoretic point of view this means that the branching features of an 
= function of several variables are essentially those of an algebraic function of two 
variables. 

* Le. the points of V,1 which are base points of the pure polar varieties V;_2 of V-. (for 
r = 3, see Zariski [4], p.22). These points lie on subvarieties of V,_:, of dimension S r — 3, 
and therefore are not present on a generic plane section. 
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with respect to V2. For convenience, V‘», shall be referred to in the sequel 
as the branch variety of V,-1 relative to the point O, although it may contain 
apparent branch components. 

. From this definition follows readily by induction on r, that the variety of the 
singular S;’s is of one complex dimension less than the variety of all S,’s in §,. 
Also the possibility, quite intuitive in itself, of deforming isotopically the section 
of V,_1 with a variable non-singular S;, , follows readily by induction on r. How- 
ever, in view of the importance of this property of non-singular spaces for the 
proof of the main theorem, it calls for a closer examination. 

We introduce a notation which we shall use throughout the paper. If M is 
any point set in S,, we denote by M* the set of points of M which are not on 
V,1. For instance, S,* = S, — V,-1. 

For r = 2, we have a plane algebraic curve, say of order n, and a non-singular 
line meets the curve in n distinct points. A small variation of a non-singular 
line and of its intersections with the curve can be conveniently pictured by a 
motion of n distinct points P; on a sphere He (the complex line), i.e. by an isotopic 
deformation of the set of n points P;on Hz. If the variation of the non-singular 
line is sufficiently regular (in the linear 4-space of all lines of the plane), the def- 
ormation of the points P; can be extended to an isotopic deformation of the 
residual space Hz — P; — --- P,. Note that if the non-singular line varies in a 
pencil whose center O is non-singular, the point O can be supposed to be invariant 
during the deformation. 

For r arbitrary, we use an induction on r, and we consider the case k = r — 1. 
Let us fix any non-singular S,_2 and let us consider the pencil of hyperplanes 
{8,1} of axis S,»2. We consider the branch variety V‘), of V,— relative toa 
point O on S,_2 but not on V;_1, the space containing V‘, being denoted by 
SV. The pencil {S,_:} is projected from O on S‘2, into a pencil { 8“, } with 
axis '82,. Let us vary a non-singular S‘Y, in this pencil (non-singular with 
respect to vi 1), ), and let us assume that this variation can be accompanied by an 
isotopic deformation of the residual space S23 (the set of points of S‘2, which 
are not on V“"),) which leaves the residual space S“* of the axis S“2, pointwise 
invariant. Since the lines projecting the points of any S{23 (S02, — non-singu- 
lar) from the point O meet the variety V,_1 in distinct points, these points of in- 
tersection can be followed continuously without ambiguity during the isotopic 
deformation of S“}. It follows that the section of V,—1 with the variable hyper- 
plane S,1 = os, of the pencil { S,1} is isotopically deformed in the course of the 
given variation of S\, , and that this deformation leaves the section of V,—1 with the 
axis S,_2 of the pencil pointwise invariant. 

The isotopic deformation of the section S,;. V,_; can be obviously extended 
to an isotopic deformation of the residual space S*_, , since we are dealing here 
with deformations of algebraic varieties and with sufficiently regular variations 
of the hyperplane S,_; in the pencil {S,_;}. 

Now, among the singular members of the pencil {S‘2,} there occur certainly 
the sections of SY, with the singular hyperplanes of the pencil {.S,_1}, but there 
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may be others, corresponding to non-singular hyperplanes of the pencil {S,_,} for 
which the center of projection O is special. For these last hyperplanes the 
isotopic deformation of S*_, certainly breaks down. This is not surprising, 
since we have constructed our deformation in a very special manner. However, 
the number of the hyperplanes is finite, and therefore our induction process 
leads us to the following 


TuEeoREM 1. Jf a hyperplane S,_; varies in a slit {S,.1} of axis S,2 and 
remains always distinct from each of a certain finite set of hyperplanes in the pencil 
(this set includes the hyperplanes of the pencil t which are singular with respect to the 
given hypersurface V,-1), the residual space S*_, is deformable isotopically. Dur- 
ing the deformation the space S*_» is pointwise invariant. 


This theorem is really all we shall need concerning the question of isotopic 
deformability of non-singular linear spaces. An immediate consequence is to 
the effect that if S,. and S/_, are any two non-singular hyperplanes, then S*_, 
can be isotopically deformed into S;*,. It is sufficient to apply theorem 1 to 
a suitable sequence of pencils of hyperplanes of which the first contains S,_, and 
the second contains S,_,. 

The analogous theorem for S;’s can be proved by similar considerations. 


3. We keep the notations of the preceding section and we consider a closed 
point set Fin S*. Let F® denote the point set in S“, obtained by projecting 
from the point O the set F (or F — 0, if O belongs to F) on to the hyperplane 
S™,. A deformation A of F over S* may or may not induce a deformation 

A” of F® (and hence of the closure po of F®) over S{2,. If it does, we say 
that A” is the projection of the deformation A. Let x“ be a fixed hyperplane in 
S™,. We prove the following 


THEorEM 2. If F™ is such that its closure F has no points in common with 

Vee, + 2%, then any deformation A” of F® over SL, — VV, — 2 is the 
vapid of a deformation A of F over S* in which the point O is fixed. If A” 
leaves invariant a point OW of F™, then A may be supposed to leave invariant all 
the points of F which are on the line OO. 

Proor.t We introduce non-homogeneous codrdinates 2, t2,--- , 22 in S,, 
assuming that the hyperplane at infinity is the hyperplane Or, that S°, is 
the hyperplane z; = 0 and that O is the point at infinity on the x-axis. Let 7 
be a fixed closed point set in S‘0, — V“), — + containing the point set (defor- 
mation set) traced out by F in the course of the deformation A“. 

We define three positive numbers e, ¢’, 5 as follows: 

(a) Let { 2, ... , 2” be the 2; — codrdinates of the n intersections 
of V,4 with a ion OP, i P is any point in T. As P varies in the closed 
set 7, the n numbers a) remain finite and distinct. Let 2e (« > 0) be the 


reassess hte 


* The proof is largely a re-elaboration and an extension of a proof given by van Kam- 
pen [2] in a similar connection. 
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— lower bound of the moduli of the differences x\° — x‘); i, j, = 
1,2,---,nj3t ¥j. 

(b) Let Q be any point of F on a line OP, distinct from O (whence P C Fo), 
and let x, be the z;-codrdinate of Q. Since F C S*, the n differences x, — zi) 
never vanish. As P approaches a point of PF — F®, the point Q approaches 
O, x, — ©, while the numbers z{") remain finite. It follows that the greatest 
lower hound of the moduli | 2, — x4") | (¢ = 1,2, --- , n) over F™ is a positive 
number, say 7. Let e’ be any positive number wich that eb < ee’ <4. 

(c) Let P’(z,,---, x,) and P(x, «++, £,) be any two points of 7. We 
define 6 as a millialentie small positive ‘alee, satisfying the following 
condition: if P’, P’’ are any two points of T such that , |a, — 2, |? S and 
if x is any number such that | a — 2,| 2 «, then |z, —2 mo | > ¢(i = 
1,2,---,m), where x, 1 are x, are the a-coérdinates of the intersections of 
V,-1 with the lines OP’ and OP” respectively. The existence of 6 is a direct conse- 
quence of the continuity of the algebraic function z{"?. 

We define a subset R, of S* as the set of all points (x1, 22, --- , 2,) such 
that (v2, --- ,2,) isa point Poof T and 1 — 2x") = e(i = 1,2, --- , n), wher, 
as before, 2), ... , 2% are the 2,-codrdinates of the intersections of the line 
OP with V,.1. ins a dieiten manner we define a set R,, be replacing « by ¢. 
Since e’ < «, we have evidently R, C R., and also, by definition of «’, F C Re. 

Given any point (x2, --- , z,) in J we draw in the plane of the eonnapben variable 
2 n circles with centers at a), a)... , 2” and of radius e’. Suppose now 
that we let these n circles expand by enpeniing their radius from e’ to « and 
by keeping their centers fixed. By definition of e, these expanding circles never 
meet during this process, except that when the radius becomes equal to e, some 
of them may become tangent. If we imagine that as soon as the circumference 
of one of our expanding circles meets a point 2 , this point is carried along by the 
expanding circumference, we see that this sweeping out process defines a def- 
ormation of the region exterior to the circles of radius ¢’ into the region exterior 
to the circles of radius e, and that this last region is pointwise invariant during 
the deformation. If we do this for every point (x2, --- , z,) in T we obtaina 
deformation of R. into R, in which R, is pointwise invariant. We shall denote 
this deformation by A,. 

We now decompose the given deformation A® of F® into a sum 


AS!) + AS) + - + Ai») 


of sufficiently small deformations A‘), such that if (x2, --- , z,) is any point and 
if (x3,--- , 21) is the point into which it is deformed by A“, then 


p Dear |2z— x, Pa &. 


Let Aq be the deformation over R, defined as follows: if (x1, 22, --+ , tr) 84 
point of R., then 2; is left invariant, while (x2, --- , z,), considered as a point 
of 7, undergoes the deformation A. From the definition of 6 it follows that the 
set of points of R, for which A, is defined, is deformed by A, into a subset of Re. 
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The resultant of the sequence of deformations 
A., 1, A., Ae, yy » Ac, Ag 


is clearly a deformation A of F over R.: (and hence over S*), whose projection 
coincides with the given deformation A® of F® and which leaves invariant the 
point O. If a particular point O® of F™ is left invariant by A“, we get a 
deformation A which leaves all the points of F on the line OO invariant, if we 
slightly modify the definition of «. Namely, let z{!), 2°), ..., z\” be the 
z,-codrdinates of the intersections of the line OO with the variety V,_; and let 
4 be the greatest lower bound of the moduli of the differences x; — #§') (i = 
1,2,---,) where 2, is the codrdinate of any point of F on the line OO (compare 
with the definition of » in (b); obviously 4 2 7). Let, moreover, the greatest 
lower bound considered in (a) now be denoted by 2¢, instead of by 2e. If we 
define ¢ as the smaller of the two numbers 4, é, the deformation A will satisfy all 
the requirements of the theorem, q.e.d. 


4. The theorem 2 dealt with a closed set F whose projection F“ has no points 
in common with and no limit points on V°2, + +. The set F itself has then 
no points in common, except perhaps the point O, with the hypercone OV“, 
of singular lines through O and with the hyperplane Or. However, the con- 
verse is not true: if F satisfies the condition a mentioned, then F™ will 
necessarily not meet the composite variety V°2, + 2”, but may possess limit 
points on this variety. In the sequel we shall have to deal with the following 
—— general situation. In addition to r™ we shall have a hypercone M‘”, in 
S), having a vertex at a point O not on VY, , and we shall be dealing with a 
aii point set F in S* having no points in common with the composite hyper- 
cone OV, + MW, + x) (projection of V2, + MY, + #); except (a) 
the point O, or (b) points on the line OO. Denoting by D©, the composite 
variety yo, + M?, + 7®, we have that the projection F of | F (or of F — 0, 
if O is in F) does “ot meet D' 1), if (a) holds, and may meet D‘”, only at the 
point O” if (b) holds. However, in either case F® may possess limit points on 
D\,. The following two theorems deal with these two cases. 


THEOREM 3a. If a closed point set F in Ss; does not meet the hypercone OD"?, 
except at O, then F can be deformed over S* into a set whose projection from O 
does not meet D\, and has no limit points on D,. During the deformation the 
point O may be supposed to be fixed. 

THEorEM 3b. Assuming that O is not on x, if a closed set F in S* does not 
meet the hypercone OD‘, except in point of the line OO™, then F can be deformed 
over SY in such a manner that the closure of the projection of the deformed set does 
not meet D'), except atO™. During the deformation the points of F which are on 
the line OO" may be supposed to be fixed. 

PRoor or 3a. We assume that we have a regular subdivision of S$‘), into a 
simplicial complex Ke,» such that the algebraic variety DY? ~, is a subcomplex 
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of Ke,-2. The set of all simplexes of Ke,-2 which are incident with D‘”, con. 
stitutes a neighborhood N of D‘2,. Replacing, if necessary, K2,-2 by its first 
derived complex K;,_,, we may assume that N is a normal neighborhood of D\), 
(Lefschetz [1], p. 91). Through any point P® of N — D™, there passes then a 
unique segment QR such that Q is on D, and R is on the boundary V — N 
of N. This property of N defines in an obvious manner a deformation A” of 
the open set S‘2), — D‘, into the closed set SC. — N, A® being considered 
as a deformation over the above open set, not over S2,. A leaves SY, -—N 
pointwise invariant. 

Let 7,~2 be a fixed (r — 2)-space in Or not passing through O. We define a 
deformation A of .F over S* as follows: every point P of F distinct from O remains 
constantly in the hyperplane determined by its original position and by m,~2 , while 
its projection P™ on S‘)) is deformed according to A” ; the point O is left invariant. 
We have to prove that A is indeed a continuous deformation of F over S*. We 
first observe that P™ does not belong to x and this remains true as P™ is de- 
formed under A”. Hence the hyperplane determined by 7,2 and by P(P < F, 
P # O) never contains the variable line OP, and from this it follows that A is 
well defined for each individual point P of F. As for the continuity of A, the only 
convergent sequences P, , P2, --- of points of F for which a test of continuity 
is necessary, are those whose projection P{!’, PQ, --- have a limit point on 
D‘,. In this case, however, the points P; necessarily converge to the point 0, 
while the sequence of points A®(P%) has no limit points on r™. It follows 
that the deformed sequence A(P;) also converges to O, and hence A is a con- 
tinuous deformation of F which leaves the point O invariant. As A affects only 
those points of F whose projections are in N(D‘2,), i.e. the points of F which are 
in an arbitrarily small neighborhood of O (provided the mesh of the subdivision 
of S‘2, is taken sufficiently small) and since O is in S*, it follows that if the 
mesh of the subdivision of S°, is sufficiently small, then A is a deformation of F 
over S*. Since the projection of the deformed set A(F) has no limit points on 
D™, , our theorem is proved. 

Proor oF 3b. We fix our attention on the particular point O of p,. 
This point is a vertex of the hypercone M‘2, and by hypothesis it is on neither 
of the other two components 7 and V‘2, of D'2,. We assume that 0” isa 
vertex of the subdivision of S‘,. For the sake of clearness we consider the 
section V®, of M‘2, with some subspace S°?), of S“, which does not pass 
through O. If we project from O the star of simplexes incident with 0 on 


to S‘, we obtain obviously a regular subdivision of S‘?),. We may assume 


that the set of simplexes incident with V“?), constitutes a normal neighborhood 
N(V“2,) of V%;. We now replace the normal neighborhood N(D‘.,) con- 
sidered in the preceding proof by the complex N,, obtained by deleting in N all 
the simplexes of the star of O whose projections are simplexes outside N (V,). 
It is clear that N, is a normal neighborhood of D‘,, except in the neighborhood of 


O™, where it reduces to a normal neighborhood of the hypercone M (0), con- 


‘ sidered as a variety of lines rather than of points. 
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Accordingly we modify the imeretien A” of N — D‘\?, into N — N so as to 
get a deformation AY? of Mi (0, + O® into Ni — Ni + O in which the 
point O® remains fixed. This lesen shall affect only the simplexes of 
N, — DS2, + O which are incident with O™. Any such simplex ¢,,; is of the 
form OMaqp—a, ¢ 2 0, p — g = O, where a, is on D™, and o,_, ison N — N. 
By A® the simplex opop~q is deformed into op. We complete this deformation 
in an obvious manner to a deformation of ¢,,; into the face O¢,_,, the point O 
being fixed. 

Having thus defined the deformation A‘), we define the deformation A of F 
in the same manner as in the preceding proof, using AS’ instead of A. More- 
over, we impose on 7;~2 the additional condition of nor meeting the line OO”. 
This condition can be satisfied since, by hypothesis, the space x does not con- 
tain the point OM. It then follows in the same manner as in the proof of the 
preceding theorem that A is a deformation of F which leaves the points on the 
line OO" fixed, and that the deformation is over S*, provided the mesh of the 
subdivision of S2, is sufficiently small. The projection of the deformed set 

A(F) has no limit points on D™, , except O, q.e.d. 


6. We consider in S, a sequence of non-singular spaces S‘°) = O, S%°, 
sv , ©, such that SS’, C SY. We define for each k(k = 0,1, --- ,r — 2) 
and pn to this given sequence of spaces S‘°, a hypercone Mw by induc- 
tion with respect tok. M) is the hypercone of the singular lines through 0. 
Assuming that M) has already been defined for any value of r and for a 
given k and that it is generated by ©**-°8,,,’s through 8%’, we consider our 
penny branch ad V‘, of V,_,, relative to O, and the sequence of linear spaces 
Si) = 0, S@,... , S™,, where S is the intersection of S‘°), and SW,. 
The eomuuatin M %+1) wlatiee to the variety V,; and to the sequence O, 8°, 
S),--- , S(2, is defined as the projection from O of the hypercone M() 
relative to the variety V‘2, and to the sequence 0®, S{”,..., SQ. It 
should be noted that the »*-*+? §,,,’s which generate M « include all the singu- 
lar Sixs’s on So. We shall denote by M the composite hypercone 


Mo + Ma +--+: + Me». 


In particular, M,,_2) consists of a finite number of hyperplanes through s,. 
Let ¢ be a parameter for the pencil of hyperplanes through S‘,, and let the 
hyperplanes belonging to M ,-2) correspond to the values 4, &,--- of t. Let 
moreover t = © correspond to the hyperplane Ss, . We consider in the plane 
of the complex variable ¢ a set of non-intersecting loops a1, oz, --- issued from 
a fixed point different from ¢ = ©, and surrounding the point t:,4,---. Ast 
varies on these loops, the corresponding hyperplane of the pencil varies and 
generates a point set which we shall denote by 7. 7*, according to our nota- 
tion, denotes the set of all points of 7 which are not on V,_1 . 


THEOREM 4a. Any closed set F in S* which does not meet M + S‘, can be 


deformed over (S, — S‘°),)* into a set contained in T*. 
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Proor. The theorem is trivial for r = 1, since in this case the statement js 
to the effect that any closed bounded point set in the ¢-plane, which does contain 
the points t:, f, --- , can be deformed over a bounded region of the plane into 
a point set lying on the loops o1, ¢2, --- , without crossing the points &,, h, -. 
We assume that the theorem is true forr — 1. Let F™ be the projection of F 
on to SY, from O as center of projection, and let V2, + M™ be the intersec- 
tion of M and S‘2,. Obviously, the hypercone M“ has the same relationship 
to the branch variety V‘”, and to the sequence of spaces O®, Sy < 
as M has to the variety V,_; and to the sequence of spaces O, S{? 

Moreover, since F does not contain O, F™ is a closed set in 


SMT (= 82, — VPs) 


not meeting M® + S8°2,. By our induction, it is possible to deform F™ over 
(S“2, — S%2,)* into a point set contained in 7, where 7'* is merely the inter- 
section of S‘2, and 7*. Our theorem now ialieinn from Theorem 2 (S\, now 


plays the réle of x). 


TuroreM 4b. If a closed point set F set in St ,r > 1, meets M + S‘°, only at 
the point O, it can be deformed over S* into a set contained in T*, the point O remain- 
ing fixed. 

Proor. Using a preliminary deformation of F as stated in theorem 3a, 
(M + S°°, now plays the réle of OD‘”,), we may assume that the closure F" 
of the set F™, the projection of F, is in S927 and does not meet M® + 8,. 
Our theorem now follows from the preceding theorem 4a (applied to the set FP) 
and from theorem 2. 


6. We are now in position to prove two lemmas which play an essential réle 
in the proof of the main theorem. We keep the notations of the preceding 
section and we fix in S, an hyperplane z passing through O but not containing the 
line S{°. Let x™ be the intersection of + with S‘2,. We have defined in 
the preceding section a certain hypercone M relative to any variety V,—1 in S, 
and to any sequence of non-singular spaces 8%", .S(?, .-- , SS. such that 
so c Sih We now apply this definition to the composite variety 
vn, + 7 in S™, and to the sequence 0, S\”, ... , S\2,, and we denote 
by M® the cone thus defined. It is of course permissible to assume that the 
spaces S‘) are non-singular with respect to VS, + 2, since, by hypoth- 
esis, the point O® is not on t®. Let 7 now denote the point set 7’ of theorems 
4a and 4b, relative to the variety Vo2, + 2”. Wecall M and T the projections 
from O of VY, + x + M and T™ respectively. Here again 7’ is generated 
by a variable hyperplane in the pencil of axis S‘”, as the corresponding poilt 
in the t-plane describes a set of loops. 


Lemma 1. Any closed set F in S* which does not meet M + S‘”, except in points 
of the line S‘?, can be deformed over S* into a set contained in T*. During the 
deformation the points of F which are on the line S\° may be supposed to be fixel 
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Proor. Since the hypercone M includes the hyperplane x which does not 
contain the line S{°, the hyperplane + is S“2, does not pass through the 
point 0, and therefore theorem 3b is applicable, with M“ + S, and 


M® + sv, of Vv, 4 


now playing the réle of M ‘), and DY, respectively. Hence we may assume 
that the closure F® of the projection F® of F does not meet the variety 
v), + 2 and the hypercone M® + S“,, except at O”. By theorem 4b, 
applied to S‘“2), and to the variety V°2, + +, F® can be deformed over 


Ss, al VX, a ah) 


into a set contained in 7*, the point O remaining fixed. Finally, by theorem 
2, it follows directly that this deformation is the projection of a deformation 
of F over S* which carries F into a set contained in 7* and which leaves 
invariant the points of F which are on the line S{°’, q.e.d. 


Lemma 2. The Poincaré group of the residual space S* coincides with the 
Poincaré group of the set T*. 

Proor. We have to show: (a) that any singular 1-sphere g in S* , containing 
the point O, can be deformed over S* into a singular 1-sphere in 7*, the point O 
remaining fixed; (b) and that if g is already in T* and bounds a singular 2-cell 
in S*, it also bounds a singular 2-cell in 7*. 

To prove (a) we first deform g over S* in such a manner that the point O 
remains fixed and that after the deformation, g does not meet the variety 
M + S“, of Lemma 1 except at the point O. This is clearly possible, since 
M + S°_, is of dimension 2r — 2, and then (a) follows immediately from 
Lemma 1. 

Assuming that g is already in T*, we may further deform g, the point O being 
fixed, over 7* into a singular 1-sphere contained in the line S{°?; that this is 
possible will be proved in the next section, dealing with the determination of the 
Poincaré group of T*. Actually, the possibility of deforming g into a line has 
been already established by Lefschetz.5 

We assume then that g is already in S{°) and that it bounds a singular 2-cell 
F: in S*. Since the variety M + S°, of Lemma 1 is of dimension 2r — 2, 
it is well known, and at any rate is implicitly contained in well-known deforma- 
tion theorems, that the 2-cell Ez can be deformed over S* in such a manner that 
the points of Ez which are on S{° are fixed and that after the deformation EF: 
meets M + S°°, , outside of S {, only in a finite number of points. If A is any of 
these points, and if o; is the boundary of a small neighborhood of A on Ez, there 
exists an obvious deformation of E2, whose effect is simply to replace this neigh- 
borhood of A by a 2-cell, having the form of a cone and traced out by ares, each 


arc joining the point O to a point of o; and lying in the-(complex) line projecting 
— ee 


°S. Lefschetz. L’analysis Situs et la géometrie algébrique (Paris, 1924). 



















































140 OSCAR ZARISKI 


this point from O. This deformation leaves fixed the points of Ee which are on 
Sin particular the points of g, and if we apply it to each of the points A, F, 
is eventually deformed over S* into a 2-cell which does not meet M + Si, 
outside of S§°’. But then, by Lemma 1, we can deform £2 into a 2-cell con- 
tained in 7*, and since the deformation is over S* and leaves g pointwise in- 
variant, it follows that g bounds a 2-cell in 7*, which proves (b). 


7. It now remains to determine the Poincaré group of T*. We recall that 7* 
is generated by the residual space of a variable hyperplane, say 7, of a pencil 
of hyperplanes, as ¢, the parameter of the pencil, describes a set of loops 
01,02, ++ , min the plane of the complex variable t. The loops are issued from 
a point, which we may assume to be ¢ = 0, and surround points t, tr, --- , t 
which correspond to certain special hyperplanes 7;,, 7:,, --- , t, Of the pencil. 
Among these special hyperplanes there occur all the singular hyperplanes of the 
pencil. However, all these features of 7* are not essential in themselves; all 
we need is the fact that by letting the loops o; avoid a certain finite set of points, we 
may deform isotopically the residual space 7’, , as t describes the loops o; (see theorem 
1). To this it is important to add the following: (1) as ¢ describes a loop «i, 
starting from and returning to the origin t = 0 of the loop, the residual space 14 of ™ 
is isotopically deformed into itself, the resulting automorphism of > not being 
necessarily the identity; (2) in the course of the deformation of x* the axis S\°, of 
the pencil is pointwise invariant (Theorem 1). ; 

Let M be a point set homeomorphic to the set of points of 15 not on the axis 
S®, and let Pi, Ps, --- , Pm: be m + 1 distinct points on a 1-cell K,, P; 
and P,,.,1 being the end-points of E,. It is clear that the set of points of 7* 
which are not on the axis S‘°), can be obtained from the direct product M xX Kh, 
by identifying the m + 1 sets M X P,, M X Po, --- ,M X Psi, the identif- 
cation of the two sets M X P; and M X P,; being determined by the homeo- 
morphism between M and (a — S°_,)* and by the automorphism of 79 relative 
to the loop «;. In other words, the entire set 7* can be obtained by considering 
first an isotopic deformation of +7 in the course of which any two positions of r 
have only the fixed S‘°, in common, and by identifying then in this deformation 
complex m + 1 positions of rj, say Bi, Bo, --- , Bnyi, By and Bm; being the 
initial and final positions of +> respectively. The situation is a very special case 
of the one examined by Van Kampen [3], except that in our case the identified 
sets B; have points in common (the points of the axis S‘°, of the pencil of 
hyperplane). However, it is seen immediately that the result arrived at by 
van Kampen applies also in the present case, in view of the fact that our identif- 
cation of any two sets B;, B;, reduces to the identity in the intersection of Bi 
and B;. We add that the point-set theoretic difficulties of van Kampen’s proo 
are entirely absent in our case, since we can use a convenient subdivision of 1” 
and treat the Poincaré group of 7T* in a purely combinatorial manner, i.e. We 
can assume that the relations between the generators of the group are given by 
2-cells which are singular 2-chains of the subdivision of 7". 





4. | 








Oj, 
f at 
ing 


, of 


Axis 
P 1 


K,, 
tifi- 
neo- 
tive 
ring 
f 7 
tion 
r the 
case 
ified 
sil of 
t by 
ntifi- 
of B; 
prool 
{ T° 
b we 
n by 





POINCARE GROUP OF ALGEBRAIC HYPERSURFACE 141 


Let G denote the Poincaré group of 7* and let G, denote the Poincaré group 
of x5. Using Theorems 1 and 2 of the quoted paper by van Kampen, we find: 

(1) The generators of Gi, say g1, 92, --- , gx, are also generators of G. Inci- 
dentally, this proves that for any r 2 2, the generators of the Poincaré group of 
S* = S, — V,-1 can be taken in an hyperplane of S,. 

(2) Let g‘?? be the element of G, into which g; is transformed by the auto- 
morphism of 5 relative to the loop ;. The generating relations of G,, together 
with the relations g\? = g; (i = 1,2,---,k;j = 1,2,.-. , m), give all the 
generating relations of G. 


We now prove that the relations g‘/) = g; hold true also in x*, ifr > 2, and 
that consequently G coincides with G,. This will complete the proof of the main 
theorem. 

Proor. We deform g; over 79 into an element g; lying in S‘}, the point O 
being fixed. This is possible, by (1), since we haver — 1 =>2. Astvariesona 
loop o;, the hyperplane 7; is deformed isotopically and g; is deformed into an 
element g, of G, contained in x;. The deformation of g; into g, over 7% and the 
isotopic deformation of x4 into x? determines completely a deformation of g, over 


r; into an element g, contained in S‘°3. It is clear that g, can be directly 


obtained from gi, by a deformation in S\3. Let the final position of g/, as t 

describes the entire loop o;, be g;. We have g; = g’; in Gi, since Si < To: 

Since g; and g’; are obtained from g; and g‘/? respectively by a deformation over 
* . ; . ane $3 (i); 

™), we also have, in Gi: gi = g;,g\7’ = g;. Henceg; = g‘/? in G,, q.e.d. 
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ON INTERPOLATION I 


QUADRATURE- AND MEAN-CONVERGENCE IN THE LAGRANGE- 
INTERPOLATION! 


By P. Erpés anp P. TurAn 


(Received March 19, 1936) 








be an aggregate of points, where for every n 
(2) le2¢f) ><) >-.- >a" 2-1. 


Let f(x) be defined in the interval [—1, +1]. We define the n** Lagrange- 
parabola of f(x) with respect to B, as the polynomial of degree < n — 1, which 
takes at the points 2", 2, .-- , 2°” the values f(r{”), f(a$”), --- , f(a”). 
We denote this polynomial by L,(f) and we sometimes omit to indicate its de- 
pendence upon z and B. It is known,? that 


(3) Lf) = i fa) "(2) = > fla) U(2). 


The functions 1;(x), called the fundamental functions of the interpolation, 
are polynomials of degree n — 1 and if 


(4) wo(z) m wn(2) = T] (@ — 2) 


¢=1 


then 


(5) ‘ I(x) == o(z) 


w’(2;)(a — 2)” 








I This paper was partly read at the Math. and Phys. Association, Budapest, May %, 
1934. 

2 In the symbol U™) (x) the letter n is an index, and does not indicate the n** differential 
quotient. In the paragraphs 1. and 2. as far as possible we shall not explicitly denote the 
dependence upon n. 
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It is known that if ¥(x) is a polynomial of the m* degree, then 


(6) Lely) = ¥(x) k=1,2,---. 
When (xz) & 1, we obtain from (6) and (3) 
(6a) 2 Ua) = 1. 


The first problem is that of convergence, i.e. if f(z) and B are given, we ask 
whether or not at any given 2» the sequence of polynomials L,(f) tends to 
f(zo). Suppose f(z) to be a continuous function; then according to the well 
known theorem of Faber,*® to any given B we may find a continuous function‘ 
ji(z) such that in the interval [—1, +1] the L,(f:) parabolas do not converge 
uniformly to fi(z). In 1931 Bernstein’ proved that, given any B, we may find 
a continuous function f2(z) such that the sequence L,(f2) is unbounded at a 
certain fixed & where —1 S & £ +1. The proof is based upon the following 
theorem of Hahn * 

The necessary and sufficient condition that — 


no 


for a given B, at a given xo(—1 S 2% < +1), for any continuous f(z), is that 


Y |ulx)| < € 


(7) A(n) 


where C is a positive constant independent of n. Thus it was only necessary 
to prove that for any given B we could find a £ in [—1, +1] such that the 
sequence (7) was unbounded, if n > ©. 

If we are to prove the divergence not at a certain zo, but at a countable aggre- 
gate in the interval [—1, +1], we obtain a sufficient condition in the following 
generalisation of Hahn’s theorem.? Let 


(8) A(z,n) = > |L(z)| 


be an unbounded sequence of numbers for any fixed 2(—1 < x $ +1). In this 
case for any countable aggregate Q, in [—1, +1] we can find a continuous 





*G. Faber: Uber die interpolatorische Darstellung stetiger Funktionen. Jahresbericht 
der Deutschen Mathematikervereinigung, Bd. 23. 1914, S. 190-210. 
‘In the whole of this paper the expression ‘‘continuous”’ denotes a function continuous 
in the whole of the interval [—1, +1]. 

* Bernstein: Sur la limitation des valeurs etc. Bull. Acad. Sc. de l’URSS. 1931. No. 8. 
1025-1050. 

°H. Hahn: iiber das Interpolationsproblem. Math. Zeitschrift 1, 1918. 115-142. His 
proof is based on a general principle of Lebesgue. 

" Banach-Steinhaus: Sur le principe de la condensation des ungularités Fundamenta 
Math. (1927). 
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f3(x) so, that L,(fs) is unbounded for any element of 2;. G. Griinwald® proved 
that (8) holds for an important class of matrices, the n“ line of which is pro- 
vided by the real roots of Jacobi’s polynomial J,(z, a, 8). To put it roughly the 
Lagrange interpolation taken for any B is “bad” from the point of view of 
convergence. ; 

Let now B be defined so that its n“ line is given by the n different real roots in 
(—1, +1) of the Tschebyscheff-polynomial T,,(x) (for which T’,(cos #) = cos né). 
Then we may easily verify that® 


f 


n—1 
L,Af) = a + >> a cos rd 


r=1 


where . 


ay = 2 fl), w= > f(x) cos r * = 


2n 
ia eee bai 
Kay an” r= 


T, 


1,2, ---n. 
1,2,---n—1. 





\ 


By a heuristic limiting process we might obtain the Fourier series of 
f(cos 8), which indicates an interesting analogy between these special inter- 
polation parabolas and the Fourier series of f(cos 3). This analogy also appears 
in many other relations e.g. the form of (8) taken for 7’, which determines the 
convergence, is completely analogous to Lebesgue’s constants, well known in 
the theory of Fourier-series. Another analogy: We know that for any given 
countable aggregate 2, we may find a continuous f(x) so that the partial sums 
of its Fourier-series are uniformly bounded in [0, 27] and nevertheless they oscil- 
late at every point of ®. For the Lagrange interpolation we proved that for 
any given countable 2; we may find a continuous fi(x) so that its Lagrange- 
parabolas with respect to 7 are uniformly bounded in [—1, +1] and nevertheless 
they do not converge to f(x) at the points of 23. For the present we omit the 
proof. We only indicate that it is based upon the well known construction- 
principle of Lebesgue. Connected with these facts and others that we did not 
mention, the following result is very astonishing. There is a continuous f;(7) 
such that the first-order arithmetical means of its Lagrange parabolas at x = 0 
taken for T 


Ly(fs)o + --- + Lnlfs)o 


n 


$n(0) = 





are unbounded. We omit the proof; we may obtain it without any difficulty 
from Hahn’s theorem. It seems that the same is true for the arithmetical means 
of any order; as far as we know this is not decided as yet. We do not evel 
know with certainty whether or not the convergent Lagrange-parabolas of a 





8 Oral communication. 
°L. Fejér, Die Abschdtzung eines Polynoms etc. Math. Zeitschrift 32, 1930, 426. 
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continuous function taken for any B at xo can converge to another value than 
f(z). The remarks above show that the question is difficult. Nevertheless a 
certain analogy between the Fourier-series and these special interpolation 
parabolas for the arithmetical means may be preserved in a way found by 
Prof. Fejér.” : 


The second group of questions is concerned with the so called “quadrature- 
1 


convergence”’ i.e. the examination of the sequence [ L,(f)dz, (n - oe sss*h, 
wes? ' 


Stieltjes" proved that if the n* line of B is given by the n different real roots of 
P,(z) = 0, P,(x) being the n* Legendre-polynomial, then the integrals of the 
Lagrange parabolas belonging to any bounded and R integrable (“R integrable” 
means a function integrable in Riemann’s sense in [—1, +1]) f(x) tend to 


1 
[ f(z)dx, or as we shall say in the following pages: there is quadrature- 
a | > 


convergence for this matrix. Since then Fejér”? and Szegé" gave a powerful 
generalisation of this theorem. Pélya“ proved that we have quadrature- 
convergence for continuous f(z) if and only if the sequence 


Ai(n) = > [ay | 


1 
remains below a bound independent of n; here \‘") = [ U"(x)dx,n = 1,2, ---, 
—1 
k = 1, 2,--- n. \% are the so called ‘Cotes numbers” of the matrix. Fejér? 
proved that the positiveness of all of the \‘" is sufficient for the quadrature- 
convergence. In the following pages we examine instead of the quadrature- 
convergence the so called mean convergence, which requires more than the pre- 


vious one. Mean convergence requires for any bounded and R integrable 
function f(z) 


(10) lim f(x) — L,(f)P dx = 0. 


In §1 we show very simply that for a general class of matrices there is mean 
convergence. 


The matrix-class in question is given in the following theorem. 
THEorEM I. Let p(x) be a function such that 


(11a) p(t) =>M>0 —lszs +1 





‘L. Fejér: Uber Interpolation. Géttinger Nachrichten 1916. 66-91. 

" Stieltjes: Oeuvres Bd. I. 377-395. 

“ L. Fejér, Mechanische Quadraturen mit positiven Cotesschen Zahlen. Math. Zeitschr. 
37, 1933, 287-310. | 

"G. Szegé, Asymptotische Entwicklungen der Jacobischen Polynome, Schriften der 
Kénigsberger Gelehrten Gesellschaft, 1933. 


si G. Pélya: Uber die Konvergenz von Quadraturverfahren, Math. Zeitschr. 37. 19338, 264— 
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1 
(11b) [ p(x) dx ewists. 
-1 
It is known that there is an infinite sequence of polynomials wo(x), w(z), -.. 
where the degree of w,(x) is n with 


; #~0..n=m. ii a 
r Wn(X)wm(x) p(x) dx os if peapeeins coefficient of x” in w,(x) = 1. 
As known w,(x) has in [—1, +1]n different real roots. Then our relation (10) is 
true for any matrix formed of these roots. Or more generally, 
THEOREM Ia. Let w,(x) be the above polynomials, A, and B, constants such 


that the equation 
(12) R,(z) = 2? + +--+ & walt) + Anwnai(z) + Brwno(x) = 0 


may have in [—1, +1]n different real roots and B, < 0; then (10) holds also for 
the matrices formed by these roots. 

In §1 we prove this Theorem Ia. We communicated our Theorem I to Pro- 
fessor Szeg6 and he found for it essentially the same proof as we did. 

The restriction on the roots of (12) is not very great, for it is evident that in 
{—1, +1] there are always at least (n — 2) changes of sign. 

We prove Theorem Ia by proving the relation 


1 
(13) lim [f(z) — La(f)P p(x) dx = 0, 
which will be shown to be a consequence of p(x) = M and of the existence of 


1 
[ p(x) dx. From (18) it follows by (11a) that 


1 


0s | ie) — LipPds s ff” G) — LAP ele) ae, 


and this by (13) establishes Theorem Ia. 
Corouuary or THEOREM Ia. For all bounded and R integrable f(x) we have 
for the matrices given in Theorem Ia 


(14) lim [ | f(z) — L»(f) | dz = 0 


and a fortiori there is quadrature convergence for these matrices. 

Considering only the quadrature convergence or rather the validity of the 
more rigorous (14) we shall prove the following more precise 

THEOREM II. Let 


(15a) p(x) 2 0 [-1, +1); 


suppose further the existence of 


(15b) {. p(x)dx and [ ae dz. 
1 ~1 p(z) 








) 48 


uch 


) for 
Pro- 


at in 


ce of 


e have 


of the 





ON INTERPOLATION 147 


If the polynomials (12) are formed with the orthogonalised polynomials w,(x) be- 
longing to such p(x), (14) holds for the corresponding matrix. 

In Theorem Ia and II we have—as far as we know—the first general theorem 
for mean and quadrature-convergence. 

Now we mention some interesting special matrix-classes. Let 


—-l<a 


A 


0 
-i<830 


p(x) = (1 — z)*(1 + 2) 


and A, = B, = 0. Then evidently (12) is satisfied i.e. there is mean con- 
vergence. The w,(x) belonging to this moment-function are the Jacobi-poly- 
nomials for the parameters a and 8. If a = B = 0, we have the case of the 
Legendre-polynomials P,(x); for a = 8 = —} the Tschebischeff polynomials 
T,(2). 

Let now.a = 68 = O, and A, and B, such that (12) be satisfied. Fejér' 
proved the quadrature-convergence for this matrix class; as we see, here we 
obtained mean convergence. Ifa = 6 =0,A, = 0,B, = —1 wehave R,(z) = 
P,(z) — Py-2(x) and obtain a matrix conspicuous by its interesting extremal 
properties.» Now suppose 


-l<a<l 


p(x) = (1 — z)*(1 + 2) 
-1<B<1l 


and A, = B, = O0and consider only (14), which—as Theorem II shows—is satisfied. 

Szeg6" proved that for max (a, 8) < $ we have quadrature-convergence but for 

max (a, 8) > $ we have not. Thus, by the special case of our Theorem II, we 

obtain a new proof of Szegé’s theorem for —1 < a < 1, —1 < 6 < 1; we even 
1 


obtain more, for according to Szegé [ (f(x) — L,(f))dx — 0 whereas we have 
—1 


1 
i | f(z) — L,(f) |dz—-0, asn—o. Fora = £8 = }we have the case of the 
-1 . 


Tschebischeff-polynomials U,(x), where U,(cos 3) = sin(n + 1)d/sin 8. 
If we consider the interpolating parabolas, instead of in [—1, +1], only in 
[-1 + ¢, 1 — ¢], then, as here (1 — x)= (1 + x)® = M > O, we obtain for all 
a, B >= 1 

1 


lim [f(xz) — La(f)P dx = 0. 

neo J—lt+e 
_ This is interesting from the point of view of Szegé’s result. It shows that 
in the case of max (a, 8) > $ the divergence is due to the rapid growth of the 
parabolas on the margin. 





_* L. Fejér, Bestimmung derjenigen Abscissen etc., Annali della R. Scuola Normale 
Superiore di Pisa, serie II, Vol. I, 1932. 
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We immediately obtain Theorem II from (13), viz. 


1 . — 
< — La = — Ln 
os [ise Lal) | dz [iis | Vee) 


= Vf. [f(z) — L»(f)P p(x) de - Ls 
and by (13) this proves (14). 


From the above mentioned theorem of Szegé we see that there are B matrices, 
for which we have no quadrature-convergence and thus a fortiori no mean 
convergence. The most: important problem in this connection would be to 
give the necessary and. sufficient condition of the mean convergence. Our 
Theorem III gives a necessary condition for the mean convergence. It asserts 

THEOREM III. If the sequence 


C(n) = _ ) L(x)? da 


k=1 J-1 





is unbounded as n — ~, there exists a continuous fe(x) such that for our matrix 
1 
lim | [fe(x) — Li(fe)P dx = + @. 
1 


§1 


As explained in the introduction we have to prove (13) for the fundamental 
points given by the roots of the R,(x) polynomials of (12). First we prove" that 


1 
(16a) / L(x) p(x)dx = 0 4=1,2,---,n 
—1 


and 


(16b) » [ uay pladae s [ "pladde. 


t=1 J— 


Consider the expression 


[ “[a(a)? — U(2)] pladae, 


But 1,(x)? — 1x) = R,(x)F (zx), where F(z) is a polynomial of degree (n — 2), 
in which the coefficient of the highest term is evidently 1/w,(a,)?. Thus if 
F(x) = cywo(t) +--+ + wn_o(x)/w,(2;)2, by the orthogonality of the o,(2)'s 
we have 


B 


[ Wey — Ua) pede = =P [ _en-ala)? pla)da <0 





16 For p(x) = 1 the proof of (16a) is to be found in Fejér’s” paper. 
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i.€. 
1 ry 
(16c) i l(a)? p(x)dx < [ L(x) p(x)dx 
which immediately establishes (16a); by summation for 7 = 1, 2, ny ,n we 


obtain (16b) in consequence of (6a). 
Let now % be an aggregate in [—1, +1] formed of closed non-overlapping 
intervals. We prove that 


ay) yb | [ _ (a) (a) pads $3.2 | Way p(a)dz. 
x") 2h {M4 2 {24 


First we assert that for every k,i withl Sk in,1 Sign 


(18) (—1)i+*41 Jy, = (—1)#*41 f L(x) h(x) p(a)de > 0 if ik. 
-1 


For by (5) 
1 . R,(2) 


In = R. (a) Ri (xx) —1 (% — x) (x — 2%) 


R,(2x) p(x)dz. 








Asi # k, 


R,(2) 
(x — 2) (t — %) 


= do w(x) + --+ + dng wn—a(Z) + wn—2(Z). 





Hence considering the definition of R,(x) we have 


a B, 1 
= Be) Ra) Jan Cae?” Pla dde 


which proves (18), as B, < 0 and sign R,(z,;) Ri (zx) = (—1)**. Thus we 
have 


} p> | [ : L(x) h(a) p(x)dx 


t 
2), 29 (0, 


- = [ UsY psde- 2 2 (-1) [ Li(x) ix) p(x)dx 





Tx 





x" {Q% a(t {% . 
-+ 2 [ : (2)? p(a)de — [ I E (-1 lak plea 
zy) {Q “” {Q 


<2 5 [ La)? pla)de; 


as") {0% 
thus (17) is proved. 
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If 2, denotes the whole of the interval [—1, +1], in consequence of (16b) we 
have ; 


(19) . : ba [ 1;(x) i. (z) p(a)dx| < 2 y p(x)dz. 


Let now f(x) be continuous, (x) the polynomial of degree n — 1 that gives 
the best approximation to it in Tschebischeff’s sense for the interval [—1, +1]. 
Write 


(20) f(x) — o(x) = A(z) 
(21) max | f(z) — g(x) | = Ena 


[els 


Te = [ (Ge) — LAF pla)ae. 


Then by (6) we have 


I, = Mm [A(x) — L(A)? p(x)dx < 2 [ A(x)? p(x)dx 


(22) ; 
+2 / L(A)? p(a)dx = I, + I. 


We have evidently 
1 
(23) i498. p(x)dzx. 
—1 
Further by (3) 


|r| =2 > > A(x;) A(ze) [ l(x) lx) p(x)dx 
(24) t=1 2 , ; —1 
Ss are oD lf. 1(x) (zx) p(a)as| <4F, [ p(x)de 


t=1 k=1 


by (19); from (22), (23) and (24) we have 
1 

(25) [Ta] 5 6B. [pleas 
—1 


which by Weierstrass’ theorem establishes (13) for any continuous f(z). 

Now we require a Lemma. © 

Fejér’s® theorem asserts: if for any aggregate of points B the “Cotes numbers” 

1 ; 

1,(x)dxz are non-negative for any i and n, then we have quadrature con- 
-1 

vergence. It may be proved in the very same way that if for a given matrix 
the “Cotes numbers belonging to the non negative and R integrable p(x)” 


(26) [ Lsukaide 
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are non-negative for any 7 and n and f(z) is bounded and R integrable, then 


lim Lapa = [ ‘Sla)p(2)ae, 


no J— 


It would be superfluous to repeat the proof. We require this in the proof of 


our ; 
Lemma. Let B, be a matrix satisfying (26), and Qs be a set of a finite num- 
ber of non-overlapping intervals in [—1, +1]; then for n > n. we have 


(27) 2. { Li{x)p(a)dx < 2/ p(x)dzx. 
; 2 (0% F 


Proor. We easily obtain this result if we consider the function ¥(z) having 
the value 1 for points of 2; and 0 elsewhere. y(x) is evidently bounded and R 
integrable, so that according to Fejér’s theorem 


1 1 
(28) lim | L,Ap)p(x)dx = Bf V(x) p(a)dzx. 
But by the definition of ¥(x) we may write 
1 1 
(29) [ L,)p(a)dx = Q) | l(x)p(x)dz, 
x ™ (9% 
further 
1 
(30) ¥(x)p(a)dx = [ p(x)dz. 


(27) is an evident consequence of (28), (29) and (30). 
Now we consider the matrix B defined as in Theorem Ia. In consequence of 
(16a) the Lemma is applicable; we obtain from (16c) and (27) 


(31) Fs L:(x)*p(x)dx < Le s l(x)p(x)dx < 2 [ p(x)dz, 
=a, ‘: 2 104 ‘ ; 

and finally from (17) 

(32) } § | [ L(x)h.(x)p(x)dx 


(n) (n) 
zi” {Q, zy {Q; 





<4 | p(x)dzx. 


Let now f(x) be any bounded and R integrable function. Then in virtue 


‘of the Riemann integrability, to any ¢ we can find a finite aggregate of non- 


overlapping open intervals of total length < ¢ such that if we exclude these 
intervals, the oscillation of the function is < ¢ at any point of the remaining 
aggregate 2. We now define f;(zx) as follows: 1. in % let f;(x) = f(z). 2. if 
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we denote the excluded intervals by (p1, 91) --- (p,, 4), (v finite), the function 
x(x) is represented in (p;, qi) by the straight line connecting the point (p;, f(p,)) 
and (q:,f(q:)). Thus we define f;(x) for the whole of [—1, +1], and its oscilla- 
tion is at any point S «. But then f;(x) may be uniformly approximated by a 
polynomial g(x) to within 2e. Let the degree of g(x) be m = m(e). Then we 
have 


ie i “Ule) — LaF pada 2 [ : Lila) = La fi p(a)de 
(33) + 2 [ (f—f: — LCS — fod P p(a)dx S 2 [ [fr(x) — Ln( fr) P p(x)dz 


WF i, Lf — fll pla)da + af L(f — fr p(x)dz = J, +50 +5" 


say. As the degree of approximation to f7(x) is 2e, we have by (25) for n > m(e) 


1 
(34) | Jn | < 24e / p(x)dz. 
1 


Further as f(z) — f7(x) differs from 0 only upon intervals, of which the total 
length is S ¢ and as | f(x) — f;(x) | < 2 max | f(x) | = 2M, we have 
|z|S1 


p(x)dz. 


P; 


(35) [Jy | < 16M? > 
For J',’ we may evidently write 
Th’ = YD ed) — fled (Sle) — flaw) [ Li(2)le(2)p(n)de. 


In consequence of the definition of f;(x) the terms of this sum differ from 
0 only when z; and 2; lie in intervals (p;, q:) and (p,, 9,) respectively. 
Hence 


[J | < 4M : > | [ L(ax)b.x)p(x)dx 


t 
2 (py ay) tl (Pps ey) 


(36) t=1,2,°*'» p=1,2,°°"» 





< 16M? © | p(2)dz 
i=1 D5 
by (32). 
As the total length of the range of integration is < e¢, it is evident by (33), (34), 
(35) and (36), that J, ~0asn— ©. Hence the result. 
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§2 
In this paragraph we shall prove Theorem III. Let us write 
n 1 
S(n) = Do L(x)? da, 
t=1 J-1 


and suppose this to be unbounded as n — ©. We shall prove that we can find 
a continuous function f(x) with 


lim sup [ ‘U@) — LAs = +=. 


By hypothesis there exists an infinite sequence n; < nz < --- with S(n,) < 
S(n2) < +++ —> ©. For the sake of simplicity of notation we denote by m 
the m* element of this sequence n». 





uw 
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Fig. 1 


Let the m*» fundamental points be 1 = & > >... > 2 -L. 
We regard them as abscissas and to any £”) we adjoin an ordinate «, where 
1, @, +++ ,€m have arbitrarily the values +1 or —1. Thus we have m points; 
we connect them as in Fig. 1 and obtain a continuous function y,(r) with 


(37a) ‘|¥(z)| S$ lfor -1 S52 +1 

and 

(37b) [tarde = & ¥ oe [ * adla(x)de. 
| p=l v=1 -1 


By variation of the ¢’s we obtain 2” different y.(x) functions. For these 
functions we have by forming the sums of (37b) 


38) =D | tav)de = > | i(z)de = S(m), 


y=1 J— 
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hence we may choose e’s, so that for the corresponding ¥.(x) which we simply 
denote by ¥(x), we have 


Ps (39) [ " Emly)2de & Sm). 


1 











According to Weierstrass, ¥(x) may be approximated by a polynomial f,,(z) 
of degree u(m) so that 


(40a) 





| Sm(2) | < 


| 

_ 
lA 
8 
lA 
= 





and 


i (40b) [ " Ll fn)2dx = 48(m). 


1 





Now we select a partial sequence fm, ,fm,, --- of the sequence f(x), fo(zx), --- 
f and define a sequence of constants ci, C2, -- - in the following way. Let fn,(x) = 
| fi(z) and c, = 1. Suppose m,_1, that is fm,,(z) and c,1, already defined, then 
we define 


f : s Cr—1 1 
(41) Cc; = min 4” ee 
max >) |ly"(2) | 


|z|S1 k=l 

















7 | and m, as the least integer satisfying the following conditions: 


(42a) m, = ulm) + 1 


1 
(428) c? J Ling fm,)2dx — SC, 2]. Ling fm,)2?daz > 4°; 















these 2 conditions can evidently be satisfied in consequence of (40b) and 
limm+, S(m) = 2. ' 
We now form with these c, and f,,,(z) the function 







i) 


(43) f(x) = Do Grfm,(x). 


r=1 






We shall prove that this is the function postulated in our Theorem III. 
By (41) 






(44) t 


lA 





Ba 
4r 





and in consequence of (44) and (40a) it is evident that the infinite series for 
f(x) uniformly converges in [—1, +1] i.e. f(x) is continuous. 
Now we consider L,,,(f) for a fixed value p of r.. According to (42a) 







p> 


Lng f) =F cefusa) +S 6oLingl for); 


r=] r=p 
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hence 


Imp =f Un(f) — fe 
(45) 1 ) ° 2 
= [ E Ln,(fm,) + pw Cr Ling Smy) ike po cda(t) dx. 


r=p+l1 r=) 


But in consequence of (44) 


fe) 


SH Cr fm,(2) 


r=p 


and in accordance with (40a) and (41) 


(46a) 





sa(iti+f+-.)=2 





(46b) SS ee Lm(Sm) S Do oe -$ D [UM) | SECtEt---) =2 
r=pt+l r=p+l1 v=1 
From (45), (46a) and (46b) 
1 
(47) In, = / [cp Lm,(fm,) — 4 02 dx with |@| < 1. 
-1 


Further 
1 1 
I, > c [ Limp( fmp)? dx — &, | | Ling mp) | dx — 16 
—1 —1 


>? | " Lmg(fm,)?dz — 8¢, [2 [ Lp (fm)? az | _ 16, 


and by (428) 
In, > 4° — 16. e=1,2,3,---:; 
Hence Theorem III is established. 


In conclusion, we take the opportunity of expressing our deep gratitude to 
Professor Fejér for his valuable help. 


Note added November 27, 1986. The problem, whether the Lagrange-para- 
bolas of a continuous function taken on a given B matrix can converge to any 
other value than the function itself is, as mentioned, undecided. Recently 
I. Marczinkieviez proved for the fundamental points given by the roots of 


sin (n + 1) *) 


sin @ 








U,(z) = 0 (v. (cos @) = 
that if the parabolas are convergent they always converge to the function 
itself. If the fundamental points are the roots of 7,(x), we proved the same 
for « # Pr (p,q) = 1, p = q = 1 (mod 2). On the other hand P. Erdés 

q . 
succeeded in showing that there exists a continuous function such that its 


Tv 
Lagrange-parabolas taken upon this matrix converge to + © at z= 3° 


Bupapest, Huneary. 
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ON A GENERALIZED NOTION OF CONVERGENCE IN A BANACH 
SPACE 


By B. VuLicu 
(Received January 25, 1936. Revised October 28, 1936) 


One of the fundamental problems of the functional analysis is the problem of 
introducing in a given concrete space with a given notion of convergence such a 
metric that convergence of a sequence of elements in the sense of this metric is 
equivalent to that given. The notion of distance allows us to solve this problem 
for a great class of spaces. But there are spaces which cannot be “distanciés” 
in the sense of M. Fréchet.! Recently I have given? a metric more complicated 
than the distance (viz. the metric of ‘‘K-normed” spaces) with the aid of which 
the indicated problem can be solved for a greater number of concrete spaces. 

This paper is a development of the theory of K-normed spaces and contains 
also the proofs of the results communicated in the paper mentioned above.’ 

In the first part of this paper I study some general properties of K-normed 
spaces. 

In the second part I study linear operations transforming one abstract K- 
normed space into another of the same type, and several integral and matrix 
operations. I introduce in this paper the third class of linear operations on 
K-normed spaces (strongly continuous operations), which I have not considered 


in my paper.’ . 
I 

1. Axioms. Consider a linear space X of elements z.* Let to any finite 
complex K = (a, ---, 2,) of its elements correspond a non-negative number 
|| K || = || (v1, «++, a,) || which will be called the norm of the complex K. 

Axiom A. If 2x; = 2;, then 
| (xi, tty Diy ees y Lj, ees » Ty) | on || (x1, ttt y Lin, Litt, +++ > Vjye-* » Xr) | 

= || (t1,- tty Dig ees y Ui, Viti, °° 1 Ty) i 


that is the norm of a complex does not change when we throw out of this complez 
one of two.equal elements. 





1 For the definition of the distance and the “distanciés’”’ spaces see, for instance, M. 
Fréchet.—Les espaces abstraits. Paris, 1928, pp. 61-62. 

2 See my paper Sur les espaces métriques d’un certain type. Comptes Rendus de |’ Acad. 
des Sc. de l’U. R. 8.8. (1935), IV, No. 8-9, pp. 311-314. 

3 By a linear space we shall mean a space in which there is defined addition and multi- 
plication by real constants, subject to the usual laws of algebra. See S. Banach. Théorie 
des opérations linéaires. Warszawa, 1932, p. 26. We shall refer to this volume in later 
footnotes as Banach. 
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Corottary Al. The norm of a complex does not depend on the order of its 
elements. 

Let, in fact, Ki = (x, --- , 2$?’), and Ke = (x, -.. , 2{?’) be two complexes 
which are distinguished one from another only by the order of their elements, 
ie. every x2) is equal to an 2‘?) for a certain j and vice versa. Form the complex 


K= (x{)), vee, a), a?) rey a'?)), 
From A applied v times it follows that || K || = || Ki || and in the same way 
that || K || = || Ke ||. Consequently || Ki || = || Ke ||, q.e.d. 


CoroLtaRy A2. The norm of any complex K is equal to the norm of every 
complex consisting of all the distinct elements of K each being taken only once. 


Derinition. The norm of the complex (x) consisting of one element z is 
denoted by || x ||, and called shortly the norm of the element z. 


Axiom B. ||2z|| = 0 tmplies x = 0, the last zero signifying the zero-element 
of the space X. 
Notation. If Ki, ---,K, are complexes viz. 
Ky = (x\”, ciel 2), Felis i A = (z?, —— ng ’ 


we shall denote by (Ki, --- , K,) the complex af 


GP, <2 t,o... , 2h) / 
consisting of all the elements of the complexes K;, --- , Kn. 
Axtom C. || (Ki, Ke) || S || Ki || + || Ke. 
Axtom D. || (ai, «++ 5 2») [| S || @ay «++ y Boy Boas) [[-4 


Corottary CD1. The norm of any complex does not exceed the sum of the 
norms of all its elements, and it is not less than the norm of each of them. 


Axiom E. If Ki and Kz are two complezes (x, ..- , 2$") and (27), --- , x9?) 
respectively, with the same number of elements, and if K, + Ke signifies the complex 
(e) + af, ... 20) + 2) then we have 


|| Ki + Ke || S || Ki || + || Kel. 


Corottary AE 1. If K + z is the complex (x1 + 2,-++,2, + x) where 
K = (q,---,2,), then ||K + 2] S$ || K|| + || 2|l. 





Axiom F. If @ is a real constant, we have 


| (aa, +++, a2,) || = | @ | + [| i, +++ 5 2) II. 





* Axiom D follows from the others. See B. Vulich, C. R. de l’Acad. des Sci. de 1’U. R.8.S8. 
(1936), vol. III, No. 3, 109-110. 
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A linear space with a notion of norm of a complex defined in it and satisfying 
all these axioms will be called a K-normed space.* 


2. The notion of K-convergence. 

DeriniTions. a) A sequence {z,} of elements of X is called K-convergent 
if to any positive number e corresponds a number N > 0 such that, whenever 
n =2N,m 2 N, and p 2 0, we have 


|| (tn — Lm *** > Unip — Lm) || < € 


b) A sequence {z,} is said to have a K-limit x or to K-converge to x or to 
K-tend to x — in symbols x = K-lim z, or t,—x x — if to any positive number « 
corresponds a number N > 0 such that, whenever n 2 N, and p is an arbitrary 
positive integer or zero, we have 


(1) || @n — 2, +++, %ntp — 2) || < e! 


It is easy to see that the K-limit possesses the usual properties of the limit viz. 

a) In—>x cand y,— x y imply Ln + Yn PKI + Y. 

b) 2n x x implies ax, —x ax for every real constant a. Moreover, we have 

C) In Sx © aNd a, > a imply Ont, —x ax. The proof of this fact is based 
upon the inequality 


|| (arti, +++ , aty) || S 2. max | az | - || (ti, --- ,4,) |] 
In fact, we have, by Axiom E, 
|| (nn — O%, +++, OntpTntp — a) || 
S || (an(tn — 2), +++ , Ontp(Tnrp — 7)) || 
+ || (Can — a@)a, +++ , (nip — @)2) || 


and, by the inequality above mentioned, and by A2, the right hand side of this 
relation does not exceed , 


2 max; | a; |*- || (te — 2, +++, Lary — 2) || + 2 maxzZh | ay — a| - || zI]- 


It follows from our suppositions and from the definition of the K-convergence 
that this expression is as small as we wish for n sufficiently great, and this fact 
signifies that ant, x ax. So we get c). 

The sequences K-convergent in the sense of Definition a) possess the same 





5 It is not difficult to see that this definition of K-normed spaces is more general than 
that given in my paper,’ because Axiom F is a consequence of Axiom VI assumed there, 
as follows from the inequality 


I| (ear, +++ , az) || S| a@]-|| (m,---, 2) Sle -— I|(war, +++ , ay) ll. 


| a | 


6 The idea of considering the convergence of such a type belongs to L. Kantorovitch. 
7 See B. Vulich. C.R. de 1’Acad. des Sci. de l’U. R. S. S. (1936), Vol. II, No. 2, p. 61. 
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properties. The properties a) and b) are evident, and for the proof of c’) 
lif z, ts K-convergent and {an} 18 convergent, then {antn} is K-convergent], we 
must repeat the preceding proof and note that the K-convergence of a sequence 
implies the boundedness of the norms of its elements. 


TuzorEM l. If x, —« 2, then the sequence {x,} is K-convergent in the sense of 
Definition a). ; 

Proor. Let the inequality (1) hold form = N. We have, by AEI, for 
n,m 2N, 


|| (ta — Lmy e+ y Lap — Im) || BS || (an = Spree »Tntp — 2) || 
+ || am — x|| < 26, qed. 


The norm of one element z satisfies all the axioms of Banach space,* and we 
can therefore consider a K-normed space as a special case of a Banach space. 

On account of CD1 it follows that if z, —x 2x, then ||z, — z||—0, ice. 
z, — x in the sense of Banach. We shall call the convergence in the sense of 
Banach B-convergence — in symbols z, —, x or x = B-lim z,. Similarly, 
if || 4. — 2m || > 0 for n, m — ©, we shall call the sequence {z,} B-convergent. 


THEOREM 2., If x, — =» x, then there exists a partial sequence {xp;} such that 
Inj 7K L. 

Proor. We define the numbers n; so that || z, — x || < 1/2‘forn =n,. 

Then, by CD1, it follows that for every p = 0 


| (Sng —~ Bee y Enip — 2) || < 1/2-, q.e.d. 


THEoREM 3. If the sequence {x,} is B-convergent, then there exists a partial 
sequence {x,;} which is K-convergent. 
Proor. We define the numbers n; so that 


[| an — nj ||.< 1/2! for nen, 


and we shall show that the sequence {z,,} is K-convergent. 
In fact, take an e > 0. There exists an 7 such that 2-‘+' < «. Consider a 
complex 


K = (Snj — Lng, Taj, — Trey nln > Tag — Tra) (j, k = i). 





* A linear space is called a Banach space if there is defined in it a distance function or 
norm || x || subject to the conditions 


1) || z|{ = 0, and || z || = 0 implies z = 0. 
D)iletyl|lsliizil+tiiyll 
3) lax || = | a@|-|| x ]| 

The distance between z; and 2; is defined with the aid of the norm as (21, 22) = || %1 — 2e|I. 


See Banach, p. 53. 
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| If ] > k or m < k, then we can join to this complex some elements without 
decreasing its norm; consequently we can always suppose 7 S k S m (we uge 
here Axiom D). We have 


| || (nj — ney +++ > Tom — Tnx) || 
S || nj — tne |] + e+ + |] tes — me |] A || Comey — Snes ++ 5 Lem — Lry) || 
Each of the elements of the last complex can be represented as 

Ent — Lae = (Trey — Lue) + +++ + (nee — Tuers) + O+4 +++ +0, 


| where the summand 0 is added (m — k — 1) times. 
| Then we have, by Axiom E, 
| 





e | (Tne, —~ Engy °° y Erm — Tnx) | = | (kgs — Tnky *** » Enka — Tnp) | 
+ || (0, tng. — Tnksy °° * 9 Unk — Tnp.s) || + digs + || (0, er » 0, Tam mid Tnms) || 
Therefore 


} k-1 m—1 1 1 1 
|K|| s du || ny — ny || + 2 || mn — 2r < 2d 3 < ori = ari < «, qed. 


DeriniTion. A K-normed space is called K-complete if every K-convergent 
sequence of its elements has a K-limit. A space complete in the sense of 
Banach—i.e. every B-convergent sequence has a B-limit,—will be called a 
B-complete space. These definitions may be applied to any subset of a K- 
normed space. ; 








Lemma. If z,— 2, and {x,} is a K-convergent sequence, then &n —x X. 
Proor. The lemma required follows from the obvious inequality 


|| (t¥. — Z,--- » inp — 2) || Ss | (fn — Fm, **> »Inep — tm) || + || em — 2 


THEOREM 4. A K-complete space is B-complete, and vice versa.® 

Proor. a) Let M be a K-complete set, and {z,} a B-convergent sequence 
of its elements. Then by Theorem 3 there exists a partial K-convergent 
sequence {z,;}. On account of the K-completeness of M,2,; x 2¢M. From 
the inequality ||z — z,|| S ||x — a, || + || an — 2n || it follows that 
x = B-lim z,, and so M is B-complete. 

b) Now suppose that M is a B-complete set, and {z,} a K-convergent se 
quence. Then there exists an x e M such that x = B-limz,. Hence, by Lemma, 
In —x @, q.e.d. 


3. Examples. Let us consider several examples of K-normed spaces. 


3-1. (L’)(r = 1)—the space of all Lebesgue r** power integrable functions 
z(t)(0 St S 1). 








* Taking this theorem into consideration we shall say henceforth simply “complete.” 
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We put 
|| (a1, odes » Z») || mit | max (| ai(t) if a ee | x,(t) |") au} 


It is easy to show that the norm so defined satisfies all Axioms A-F. 
We shall prove that the conditions necessary and sufficient that x, x x are as 
follows: 
(a) 2n(t) — x(t) almost everywhere, 
(8) | a(t) | S &(t) (mn = 1, 2, --- ) where E(t) € (L’). 


a) Necessity. It follows from the definition of the K-limit and from Min- 
kowski’s inequality that 


if max (|zw(t)|", --+ , | 2vap(t) |") at)" ‘ian [if \ a(t) rae] 


for a certain value of N and every p 2 0. 

Let &:(t) = limp+ max (| tw(t) |, --- , | tw+p(t) |). Evidently, &(¢) ¢ L’. 

We can put &(¢) = max (&(¢), | 2:(é) |, --- , | zw-a(t) | ) and (8) is satisfied. 

Now suppose that (a) is not true. Then there exist a positive number « 
and a set A of measure 6 > 0 such that at every point of it | z,(t) — z(t) | 2 « 
for some n however great. 

Let An = A(| 2, — 2| 2 e), the right hand side of this relation signifying 
the subset of A in which the inequality in parentheses is true. 


Consequently, there exists a p such that m >>*t? A, > 36. Hence 
|| (tw — 2, +++, wep — 2) || > Fed. 


N being arbitrarily large, the last relation is contrary to the fact that zr, «x 2, 
and so (a) is proved. 

b) Sufficiency. Let ¢€ be an arbitrary positive number. There exists a 
5 > 0 such that the relation m E < 6 implies 


[ [e())-dt < Tt 


Let 





M, = >> Ei|xdt) — |" = 40. 


i=n 


It is well known that lim mM, = 0, consequently, mM, < éforn 2 N. 
Then for n = N and every p = 0 


f anol <a P;--< lead ~ oa << 


1€. In x 2, Q.e.d. 
sssehitetnitie ial 


mE signifies the Lebesgue measure of E. 
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3-2. (I*)(r = 1)—the space of all sequences of real numbers x = {&} whose 


rth nowers form absolutely convergent series, i.e. >» em | & |" < 9. 
We put for i= {g64)) (a - 1, 2, oe v), 


C) | I/r 
| (m1, +++, 2) || = P max (| |’, ---, ie? 19 


Axioms A-F are satisfied. 
We shall prove that the conditions necessary and sufficient that x, — x x where 
tn = {t9},, andax = {&}, are as follows: 


(a) gr) 4 g, asn— ©, (k = 1,2, see) 
(s) | | < m (& =1,2,---) where DU7_, (m)" < @. 


a) Necessity. We have, by the definition of the K-limit and by Minkowski’s 
inequality, that 


°o I/r bed 
[> max (| ¢(” |", --- , | e"*” | <e+ [> rg 


for a certain value of N and every p 2 0. 


1/r 
’ 


Let &% = limp. [max (| "|, ---,| &*” |)] and put 2* = {£7}. Then 
x* «(l"). Denote by », the following number 
Me = Max (E |e , a? ag | ey? |). 


The n, satisfy the condition (8). 
The necessity of (a) follows from the B-convergence of x, to x. 
b) Sufficiency. Take ane > 0. There exists a ky such that 
foo) . e” 
p> (m.)’ < pra? 
and an N > O such that 
€ 


QF. (ig — 1)" 
fork = 1,2,---,ko -landn =N. Then we have, forn = N, p 20, 





Jer -—&| < 


> max (|e — &|",---, |" —& |) s 2. p> (m,)" < = 


k=ko 
and 
ko—1 ev 
>» max (| £4” at é, |", ree | ert”) a é, |’) < 3° 
Therefore 
| (tn — @, +++, npn — 2) || 


5 l/r 
a é max (| ei” — fl’, ++ get — & | <6 q.e.d. 





11 § 
| 
13 ¢ 


X int 
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Remarx 1. The spaces (L*) and (1’) are complete." 


Remark 2. The examples of B-convergent sequences in the spaces (L’) 
which do not K-converge are well known. (The B-convergence in these spaces 
is the convergence in mean with r powers). 

There is an analogous example in the space (l"). We put 


((1/n)"" fork =n 
a, = {&,}, where ¢”) = k 
0 for k # n. 


Then || z, || = (1/n)”", whence z, >, 0. But for every n and p, 


|| (tn, tt » tnty) || * fe Bees. 1/i)™". 


: Consequently, there exists no K-limit point of {z,}. From this example and 
analogous examples in the spaces (L’) it follows easily that all these spaces 
cannot be “distanciés’” in the sense of Fréchet in such a way that the K-con- 
vergence should coincide with the convergence in the sense of the distance. 


Remark 3. Every Banach space can be considered as a K-normed space if 

we put || (1, ---,2,) || = max; ||2;||. But in this case the K-convergence 

“nt coincides with the B-convergence. Thus the space of real numbers is a K- 
normed space. 


II 


4. K-Continuous operations. Consider an operation y = U(z) defined in a 
part X, of a K-normed space X (X, may be the whole space X), the values of 
which belong to a K-normed space Y. .The set X;, is called domain of the 
operation U(x), and the set of all the values of U(z) is called range of U(x). 


Derinitions. An operation y = U(z) is called K-continuous at the point 
% € X, if 7, +x 2 implies U(r.) x U(20) for every tn € X1. 

An operation is called K-continuous if it is K-continuous at every point ze X;. 

We shall call the operations continuous in the sense of Banach” B-continuous 
operations. 

Obviously, these definitions may be applied to functionals." 


TaeoreM 5. Every K-continuous functional is B-continuous, and vice versa; 
every K-continuous operation is B-continuous, but not vice versa. 

Proor. Let U(x) be a K-continuous operation, and suppose that it is not 
B-continuous. Then there exists a sequence {z,} of elements of X, such that 
Tr» x €X;, and {U(z,)} does not B-tend to U(z). 








" See Banach, p. 54. 

” i.e. Zn > x implies U(an) sp U(z). 

" See Remark 3 to the previous paragraph. A functional is an operation transforming 
Cj X into the space of real numbers. 
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Consequently, there exist a 6 > 0 and an infinite partial sequence {z,,} for 
every element of which we have 


(2) || U(en;) — U(@).|| 2 6. 


On the other hand, z,; ~s x, consequently, by Theorem 2, there exists a new 


_partial sequence {2n;,} such that %nj, x 2. 


Hence by the K-continuity of U(x), U(ani,) ~x U(x). But this is contrary 
to (2), and the fact that U(z) is B-continuous is proved. 

Now take into consideration that B-convergence coincides with K-convergence 
in the space of real numbers. Hence every B-continuous functional is by 
definition K-continuous. Thus the proof of our theorem is complete. 


Remark 1. In §7 I shall give an example of a B-continuous operation which 
is not K-continuous. 


Remark 2. If in the space Y the B-convergence coincides with the K- 
convergence, then every B-continuous operation y = U(z) is K-continuous. 

In fact, we have used for the proof of the first half of Theorem 5 only the 
indicated property of the space of real numbers. 


5. K-Linear operations. Consider an operation y = U(x), whose domain isa 
K-normed space X and whose range belongs to a K-normed space Y. 


Derinitions. An operation U(z) is called additive if for any two elements 
X11, %2 € X we have U(x, + 22) = U(a1) + U(x). For an additive operation U(z), 
always U(0) = 0. 

An operation U(z) is called K-linear if it is additive and K-continuous. 

An operation U(z) is called B-linear if it is additive and B-continuous, 1. 
if it is linear in the sense of Banach.“ 

On account of Theorem 5 every K-linear operation is B-linear. 

TuHeorEeM 6. If an additive operation U(x) is K-continuous at one point %, 
then it is K-linear. 

Proor. Let Ln — xk. 

Then x, — © + 2% —x %, therefore U(r,) — U(r) + U(x) x U(ao), con 
sequently U(xn) x U(2), q.e.d. 


THEOREM 7. A K-linear operation U(x) is homogeneous, that is 
(3) U(axr) = a-U(z) 


for any x € X and constant a. 

Proor. Clearly (3) is true for rational numbers a if U(x) is only additive. 
But U(z) is also K-continuous, so that we ¢an obtain (3) for every a, rational ot 
irrational, by the passage to the limit." 





14 See Banach, p. 23. 
15 Theorem 7 is a consequence of an analogous theorem for B-linear operations. Se 
Banach, p. 23. 
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Now we shall state a principal property of K-linear operations which can be 
regarded as another definition of them. 


Notation. We shall denote by U(K) the complex of images of the elements 
belonging to K. 


TurorEM 8. In order that an additive operation U(x) should be K-linear it is 
necessary and sufficient that there should exist a positive number C such that for 
any complex K 


(4) [| UC) || sC- || Kl 


Proor. a) Necessity. Take an infinitely increasing sequence of positive 
numbers C,, satisfying the condition 


and suppose the inequality (4) false for each of C, and for at least one complex 
K, = (2, veer >, i.e. 


(6) | U(Kn) || > Cn-|| Kn ||. ! 
On account of Axiom F and Theorem 7 we can assume that 
(7) | || Kn || = 1. 


Form two sequences 


® a ee 


ns rr gee egy 


(1) (1) (n) (n) 
z can a). y(t)... 
(9) U(Z)s + UB), 0/2), . ,u(2), 


From (5) and (7) it follows that (8) K-converges to 0. But from (6) it follows 
that (9) does not K-converge to 0, and this contradicts the K-continuity of U(z). 

b) Sufficiency. Let x, +x z. Take an e > 0. There exists an N > 0 
such that, whenever n = N, and p = 0, we have || (a1, — 2, --- , nip — 2) || < 
«/C. Hence, by (4) 


| (U(a,) “ake U(z), Neapee U(tn+p) ert U(x)) || 3 C || (Xn — XT, +++ yEntp — x) | < €, 
which implies U(2,) +x U(z), q.e.d. 

The least lower bound of numbers C satisfying the condition (4) will be called ) 
the K-norm of the operation U(x). U(x) being a B-linear operation at the same 
time, it possesses a norm in the sense of Banach,* which will be called its B-norm. 


Evidently, the B-norm does not exceed the K-norm. 


aE 








'® See Banach, p. 54. 
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6. The reduction of a K-linear operation to a B-linear operation on another 
space. Let X be a K-normed space as above. Consider the set §. of all the 
sequences of its elements {2z,} which are K-convergent to 0. 

Let & = {29} and & = {2‘?)} be any two elements of R.. By at: we mean 
the element {az‘!}, and by & + & the element {x$? + 2{?)}. It is easy to see 
that these sequences are K-convergent to 0, and that the operations of addition 
and multiplication by constants possess all of the usual linear properties. There. 
fore the sequences K-convergent to 0 form a linear space. 

We define the norm of £ = {z,} by the relation || || = lim, || (a, --- ,2,) |i 
Evidently, this limit exists if £ « R, and the norm so defined satisfies all the 
axioms of Banach space, so that &, is a Banach space. 


TurorEM 9. If X is acomplete space, then R, 1s complete, and vice versa. 

Proor. Let X be a complete K-normed space, and &, = {a} a B-con- 
vergent sequence of elements of &z, i.e. || En — Em || ~Oasn,m— o. 

eeigenlty | 26"? — 2™ || + 0 as n,m— & and on account of the complete- 
ness of X, 2‘ ee 3 z,asn— ©. Consider the element = {z,}. We must 
prove that & « &,, and that —, —, & To this end we shall prove a lemma as 
follows. 


LEMMA. If x >,2zj;asn— o(j=1, bes , v), then 
|| (2, Os ye \|_—> | (x1, "Ee jk || asn— ®. 
Proor oF Lemma. From the inequalities 
|| (x), weeks x) || Ss || (x1, neers ty) || + {| (x1 — x), oct hy — a”) ll, 
and 
lI (ai, ++, 2) |] — |] Ga — 2, --- 2, — 2) |S Ie, «+ 2) I 
with unlimited increase of n we obtain 


Tim || (2, --- , 2) || < I], ---, 2) || S lim |] (2, --- , 2) ||, aed 


no n> 


Now we can end the proof of Theorem. Let ¢ be an arbitrary positive 
number. There exist an N > O such that I tn — Ey || < 4 €, whenever n 24, 


and a v such that || (7%, .-- , 2),) || < 3, whenever» = ,u = 0. Hence 
CP, <=, 2020) IN 5? — 2, ‘in — 2) 
+ |], «++, 2%) |< det de= 
In mt limit, by Lemma, we get || (z,, --- , %4,) || S «. Thus z, x 0, i¢ 
Ee R:. 


The fact that £, —» & follows from the inequality 


I] a — 2, «++ af” — 2) || <e, 
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which is true for every v, whenever n,m 2 N. For m — we obtain, by 
Lemma, . 


|| 3d — Dig. *? 4 a — 2,) || S €, 


and, by the definition of the norm, || & — &|| S «, q.e.d. 
The second half of our theorem has no need of proof. 


Now consider a K-linear operation y = U(z). 


To every K-convergent to 0 sequence of elements x the operation U(x) makes 
correspond as its image a sequence K-convergent to 0, of elements y. Thus 
the operation U(x) generates an operation U(é) whose domain is &, and whose 
range belongs to R,, where &, is the space consisting of all the sequences, K- 
convergent to 0, of elements of Y, with the norm defined as in R,. Evidently, 
U(£) is additive. 

Let & = {z,}. Then U(é) = {U(z,)}. We have 


U || (€) || = a || (U(a), PT ee U(z,)) || s C ° lim, || (x1, PS" 2 2,) || 
where the first and the third relations result from the definition, and the second 
from Theorem 8. By a theorem of Banach" the operation U(é) is B-linear. 

Thus we have shown that to every K-linear operation on the space X cor- 


responds a B-linear operation on the space &, normed only in the sense of 
Banach. 


7. Example. Now I shall give an example of a B-linear operation which 
is not K-linear. 

Let {w;(t)} be a complete orthonormal sequence of functions belonging to 
(LZ?) such that 


(10) |w(t)| $< M < @ (@@ = 1,2,---). 
We define an operation y = U(z) for every function x(t) ¢ (L*), putting 


y = U(x) = {nm} where = x(t) w(t) dt. 


Thus y ¢ (P), and || y || =§|2||. Since U(x) is an additive operation, it 
follows from this relation that y = U(z) is a B-linear operation. 
In order to show that it is not K-linear, consider a sequence {z,(¢)} where 


(11) In(t) = walt)/+/n. 
From (10) it follows that everywhere 


(12) Xn(t) ~Oasn— o~, 
LSS 


'’ See Banach, p. 54. 
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and from (12), (11) and (10) it follows that 
(13) In —K 0. 


Put yn = {n(} = U(z,). Then nf? = 1/V/n fori =n, and 9? = 0 for 
i #n. Consequently for any n and p 


|| (Yn, rr Yn+p) || = res 1/k}}, 


whence y, does not K-tend to 0. Comparing this fact with (13) we conclude 
that y = U(z) is not K-linear. 


8. Strongly continuous operations. 

DerinitTion. An additive operation y = U(z) is called strongly continuous 
if z, >» x implies U(x) x U(z). 

TuroreM 10. In order that an additive operation U(x) should be strongly 
continuous, it is necessary and sufficient that there should exist a number C 2 0 
such that for every complex K = (a1, --+ , 2). 

(14) || U(K) || S C- max || x ||. 
1sisv 

Proor. a) Necessity. Suppose the theorem false. Let {C,} be an infinitely 
increasing sequence of positive numbers. There exists for each n a complex 
K,, = (a, --- , 2%) for every element of which we have 


| U(Kn) | > Cr | a”) | ( = 1, = 1 Vr): 


We can assume that the norm of all the elements of K, does not exceed 1, 
and that || 2,” || = 1. Then 


(15) || U(Kx) || > Cn. 


The sequence 


a) 6) a”) a) 


YM Ree Nee oe 
B-converges to 0, and on account of (15) the sequence 


(1) (1) (n) (n) 
u( *) u( C, ), ,u( x), ,U C. ), 


does not K-converge to 0, contrary to the strong continuity of U(z). 

b) Sufficiency. Letz,—,2. Takeane >. There exists an N such that, 
whenever n = N, 2, satisfies the inequality || z, — x || < «/C. Since U(z)8 
additive and (14) holds for every complex K we have for n = N and p 2! 


|| (Un) — U(x), «++ , U@n+n) — Ula) || < qed. 


THEeorEM 11. If a strongly continuous operation y = U(z) transforms the 
space X into the whole space Y, and these two spaces are complete, then in the space Y 
K-convergence coincides with B-convergence. 
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Proor. By a theorem of Banach" if the range and the domain of a B-linear 
operation y = U(z) are the whole spaces X and Y respectively, and X and Y are 
complete, then to every « > 0 corresponds an 7 > 0 such that the image of the 
sphere || z || < ¢ contains the sphere lly || < . 

Applying this theorem in our case we can state that the image of the sphere 
\| x || < 1 contains a sphere || y || < r where r is a positive number. 

By the previous theorem any complex of elements of the sphere || y || <r 
has a norm not exceeding C. From this fact it follows that if K = (ym, --- , y,), 
and if || yi || < A (@ = 1,---,»), then 


CA 
(16) || K || < “> 
Letyn—sy. Then, whenevern 2 N, 
7 er 
(17) lye — y ll < G- 


From (16) and (17) it follows for every n = N and p 20 
(18) I] Yn — Y, +++, Yntr — y) I] <e. 


Since ¢ is arbitrarily small, the relation (18) signifies that y, — x y, q.e.d. 


CoroLtitary. If in a complete space X K-convergence coincides with B-con- 
vergence, and in a complete space Y these two notions are distinct, then there exists no 
K-linear operation transforming the whole space X into the whole space Y. 

In fact under the conditions assumed just every K-linear operation is strongly 
continuous, and we can apply the previous theorem. 


Remark. Theorem 11 is still true if the values of U(x) form a complete 
subspace of Y. 


It is well known that generally B-linear operations cannot be extended to the 
contrary of functionals.“ L. Kantorovitch has proved the possibility of 
extension for a great class of operations.2” As follows from his result the fol- 
lowing theorem is true: 


TuroreM 12. If U(x) is a strongly continuous operation whose domain is a 
linear subset X, of X and whose range belongs to one of the spaces (L") or (I') (r = 1), 
then there exists a strongly continuous operation U;(x) whose domain is the whole 
space X and whose range belongs to the same space as that of U(x) such that 
U;(z) = U(a) for every x ¢ Xi. 





'’ See Banach, p. 38, proposition (1). 

" See, for instance, S. Banach und 8. Mazur, Zur Theorie der linearen Dimension, Studia 
Math. 4 (1933), pp. 100-112, or G. Fichtenholz et L. Kantorovitch, Sur les opérations linéaires 
dans l’espace des fonctions ornées, Studia Math. 5 (1935), pp. 69-98, especially pp. 91-93. 

” See L. Kantorovitch, Sur les espaces semiordonnés linéaires et leurs applications 4 
la théorie des opérations linéaires. Comptes rendus de |’ Académie des Sciences de |’U. R. 
R. 8. (1935), v. IV, No. 1-2, pp. 13-16. 
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The class of all strongly continuous operations transforming X into Y can be 
considered as the class of B-linear operations transforming the space of the 
sequences B-convergent to zero of elements of X, into the space of the sequences 
K-convergent to zero of elements of the space Y. The norm in the first space 
can be defined as 


|| €|| = sup, || 2, ||, where & = {z,}, 2% —20, 


and the norm in the second space was defined in the paragraph 6. The reason- 
ing is similar to that of this paragraph. We can show also that if the space X is 
complete, the space of the sequences which B-converge to zero, normed as above, 
is complete also. 

It follows from the definition of strongly continuous operations that they are 
K-linear at the same time. But there are K-linear operations which are not 
strongly continuous.”! 

The greatest lower bound of numbers C satisfying the inequality (14) will be 
called the strong norm of U(x) and will be denoted by | U |s. Evidently, if 
|U |» and | U |x signify the B-norm and the K-norm (respectively) of U(z), 
we have 


|\Ules|Ul|le S|U\s. 


Several examples show that these three numbers can coincide.” 

We have studied three classes of continuous operations defined in K-normed 
spaces. Naturally, in the case of K-linear operations we must take both the 
domain and the range of operations in K-normed spaces. In two other cases one 
or both of these spaces can be Banach spaces. It is easy to see that if a class of 
operations is defined by the property 


In —x x implies U(axn) >, U(z2), 


this class is that of B-continuous operations, so that in this case we do not get 4 
new class of operations. 


9. Operations on the spaces (L’). In this paragraph I shall give two exam- 


ples of strongly continuous integral: operations. 
Let us consider an operation y = U(x) defined by the relation 


(19) y(s) = i. K(s, t)- x(t) -dt, 


where K(s, ¢) is a function defined and measurable over the square 0 S s,t $ l 





*1 See, for instance, B. Vulich, Sur les opérations linéaires dans l’espace des fonctions 
sommables. Mathematica (Cluj), XIII (1937). 

22 See B. Vulich, Sur les formes générales de certaines opérations linéaires. Recueil Math. 
(Moscou), in print. 
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TueorEM 13. [If for almost all values of s belonging to the interval (0, 1) 


(20) | K(s, t) | S C(s) 
and 
(21) / [C(s)" -ds=C < (r = 1), 


then (19) defines a strongly continuous operation transforming the space (L) into 
(L') (or a part of (L")). 


Proor. Since the operation (19) is evidently additive, by Theorem 10 it is 
sufficient to prove that for each complex K = (2, --- , z,) we have 


|| U(K) || SC” - max || 2; ||. 


Denote by y1,---,Y the values of U(a), --- , U(a,) respectively. Then, 
by (20), we have for almost all values of s 


ols [KG 0 [120 | ds 0@)- [| a(o a 
= C(s)-|| 2; || = C(s)-max; ||2i|| (7 = 1,2,---,»). 
Hence max; | y;(s) | S$ C(s) max; || 2; ||, and by (21) 
|| U(K) || = | [ max; | y;(s) rds |" < C™".max; || 2; ||, q.e.d. 
TurorEeM 14. If 
[ fc | K(s, t) |" .ds-dt = C < (r > 1), 


and q = r/(r — 1), then (19) defines a strongly continuous operation whose domain 
is (L") and whose range belongs to (L*). 

Proor. Consider as in the previous proof a complex K = (2, --- , z,), and 
denote by y1, --- , y» the elements of the complex U(K) respectively. We have 
by the Riesz inequality for almost all values of s 


wis ye | K(s,t) jae P| | 2,(t) rat] rer ee | 


jw(e)| s[ [1 KG, [de] "-max 21). 


Then 


Hence 


|| U(K) || = ih max; | y;(s) -as |" < | as | | K(s, t) at "max || 2: || 


= C*.max; || 2; ||.2* 





- (Added in proof.) It can be proved that th. 13-14 give the general forms of the 
operations considered there. This result is contained in a paper of L. Kantorovitch 


and Vulich which will soon appear. The same remark can be made for th. 16 of the 
next paragraph, 
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10. Operations on the spaces (/’). 
Turorem 15. Every B-linear operation y = U(x) whose domain is the space (I), 


and whose range belongs to the same space (I), 1s a K-linear operation, and its K- 


norm coincides with its B-norm. 

Proor. Denote by x” such an element {£;} of (I) for which £; = 1 if i = n, 
and ¢; = 0if7 An. 

It is well known that the set {2} forms a basis in the space (I), i.e. every 
zx ¢ (l) can be represented uniquely in the form z = DP anx.% 
To this end we must put a, = £,if x = {&}. 

Let y = {4} = Ue). 

Since U(z) is B-linear it has the B-norm C; then || U(«™) || S$ C-|| 2 || =¢, 
and by the definition of the norm of an element 


(22) 2 In| <C (n = 1,2,.--), 
Now consider an arbitrary complex K = (a, --- , 2) where 
j= » fig (j= 1, -++,7). 
n=1 


Let U(a,) = {¢4?}. Then 
= - a‘?? a”. 


n=1 


Consequently 
[xP] sD Lal? [ola | s 3 max | al? |.” | 
S 
whence 
max; |¢{| = Dy maxy|al?|.| 9 
and 


|| UK) || = Do max; | cy? | s * : max; | a'|-| 9” |. 
i=1 


i=1 n=1 


Since the order of summation on the right hand side of this inequality can be 
changed (for we have a double series of positive terms) we have by (22) 


|| U(K) || s C- > max, | a‘? |. 





*3 See Banach, pp. 110-112. The sum of this series must be understood as 
B-limk Anz ™), 
It is not difficult to see that also 
= K-limko > ae anx™), 
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For 
bd . 
> max; | a‘??| = || Kl, 
n=1 


we have || U(K) || = C - || K ||. Thus the operation U(z) is K-linear, and its 
B-norm C is its K-norm at the same time, q.e.d. 

Remark. From the proof of the preceding theorem it follows that if { {n{}} 
is any matrix of real numbers satisfying the relation (22), where C is any positive 
number, then this matrix determines a K-linear operation transforming (I) 
into a part of itself, if we put for 


== > a,x « (1) U(z) -{ ann?) 
n=1 n=1 ; 


Therefore there exists a one-to-one correspondence between K-linear operations 
transforming (I) into a part of itself and matrices { {n‘")}} satisfying the relation 
(22). 

Now we shall consider another example of K-linear operations. We shall use 
the notations introduced for the proof of the previous theorem. 


THEOREM 16. Let 
> [ny |* = C < «, where gq = 1/(r — 1), 
t,n=1 


andr >1. If we put for 
= DS a, z™ « (1")* 
1 


(23) U(x) = p> aun} 


‘then the matrix {{n\™}} determines a strongly continuous operation whose domain 


is (I"), and whose range belongs to (I*). 
Proor. First we must prove that (23) has a sense for every z « (I"), but we 
shall at the same time prove the strong continuity of U(z). 


Consider a complex K = (2, --- , x») where 
i; = py al ¢™ (j _ 1,2, ake ie. v). : 
n=1 


We know that 


(24) all = [3 ja] 


By Hélder’s inequality 
00 1/g 
(x | a‘? | i (x | ni? ') , 
n=1 ia 


** {2} is a basis in the space (1*) also. 


ce) 


> aii a 


n=) 
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whence by (24) 


n=1 


co io) 
Fata] = (E [af le) "= mary lz 
consequently 7 
os Po) 1/q 
max;| >, a{-n”| < (> [ny ') -max; || 2; ||. 
n=1 2s 


Finally 


(25) | 3 max Y al 9” x P DS La? | | - max; || 2;||. 


i=1 n=1 i=l n=1 


Now we can see that the operation U(x) is defined by (23) for every z « (I'), 
the range of its values belongs to (/*), and it is additive. We have also by (25) 
|| U(K) || S C'*-max || 2; ||, therefore U(x) is strongly continuous. 


Remark. We can indicate with the aid of the previous theorem a great class 
of strongly continuous operations transforming a Hilbert space (I?) into itself, 
viz. operations of finite norm which first were considered by J. v. Neumann. 

A linear operation U(x) whose domain is (/?), and whose range belongs to the 
same space (I?) is said to be of finite norm if 


8 | U(2) | < «,%5 


It is known that if U(z) is of finite norm, then 


2) 


(26) fe hx 
({n?}, = U(e™), as above), and conversely to every matrix {{7‘"}} satis- 
fying the condition (26) corresponds an operation of finite norm defined by (23).” 
Putting r = q = 2 we obtain from Theorem 16 that every operation of finite 
norm is strongly continuous. 
It can be shown that a converse statement is true.”’ 


UNIVERSITY OF LENINGRAD, 
INSTITUTE OF MATHEMATICs. 





5 See J. v. Neumann, Géttinger Nachrichten (1927), pp. 1-54, especially pp. 37-41, 
M. H. Stone, Linear transformations in Hilbert space, New York, 1932, pp. 66-70. 

26 See Stone, l.c., p. 68. 

*7 See, for instance, L. Kantorovitch, C. R. del’Ac. Sci. del’U. R. 8. S. (1936), III, No.3. 
The same result can be obtained from a general theorem about strongly continuous oper 
tions, contained in a footnote (7) in my paper, l.c.?! 
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PRIMITIVE TORSIONSFREIE ABELSCHE GRUPPEN VOM ENDLICHEN 
RANGE 


Von ALEXANDER Kvroscu 
(Received April 23, 1936) 


EINLEITUNG 


Untersuchungen tiber unendliche abelsche Gruppen haben sich bis jetzt 
hauptsichlich auf Gruppen beschrankt, deren simtliche Elemente endliche 
Ordnung haben, was bekanntlich auf die Untersuchung primdrer Gruppen 
hinauslauft. In dieser Richtung sei, ausser auf die ersten Priiferschen Grunder- 
gebnisse,| noch auf einen bemerkenswerten Satz von Ulm hinweisen, der die 
Theorie der abzihlbaren priméren abelschen Gruppen zum Abschluss bringt.? 
Es ist aber unméglich, diese Ergebnisse auf unabzihlbare Gruppen zu iiber- 
tragen,? und ein zur Tagesordnung gehériges Problem in der Theorie der 
abelschen Gruppen ist der Aufbau der Theorie der primiren Gruppen beliebiger 
Michtigkeit. 

Eine zweite ebenso natiirliche und noch wichtigere Klasse von abelschen 
Gruppen bilden Gruppen, deren simtliche’ Elemente ausser Null wunendliche 
Ordnung haben. Fiir solche Gruppen, zu denen unter anderem die additive 
Gruppe der rationalen Zahlen gehért, wahlen wir die in der Topologie brauchbare 
und sehr passende Bezeichnung torsionsfreie Gruppe. 

Torsionsfreie abelsche Gruppen vom endlichen Range (vgl. §1) sind folgender- 
massen geometrisch realisierbar: jeder n-gliedrige Linearformenmodul ist ein 
Gitter im n-dimensionalen Raum; besitzt aber eine torsionsfreie Gruppe vom 
Range n kein endliches Erzeugendensystem, so ist sie die Vereinigung einer 
zunehmenden Folge n-gliedriger Linearformenmoduln, d.h. sie wird eine Menge 
im n-dimensionalen Raum sein, die nach abzahlbarvielen aufeinanderfolgenden 
Verfeinerungen eines Gitters erhalten wird. 

Bei dem Aufbau der Theorie der torsionsfreien abelschen Gruppen stésst 
man aber auf Schwierigkeiten dort, wo die Theorie der primaren Gruppen sich 
ohne Hindernisse entwickelte, und zwar schon bei Gruppen vom endlichen 





1H. Priifer, Untersuchungen wiber die Zerlegbarkeit der abzihlbaren primdren Abelschen 
Gruppen, Math. Z. 17 (1928) 35-61. 

*H. Ulm, Zur Theorie der abzdéhlbar-unendlichen Abelschen Gruppen, Math. Ann. 107 
(1933) 774-803. Vgl. auch L. Zippin, Countable torsion groups, Ann. of Math. 36 (1935) 
86-99, und R. Baer, The decomposition of enumerable, primary, abelian groups into direct 
summands, Quart. J. of Math. (Oxford) 6 (1935) 217-221. 

*Vgl. H. Ulm, Zur Theorie der nicht-abzdhlbaren primdren abelschen Gruppen, Math. Z. 
40 (1935) 205-207. 
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Range. Das folgt nimlich aus einem Pontrjaginschen Beispiel:‘ eine abelsche 
Gruppe ist durch Erzeugenden ap, a1, a2, --- und b und Relationen 


2a; = aitt b, 7=1,2,---, 


gegeben. Sie ist torsionsfrei und vom Range 2. Besitzt aber die Menge der 
Exponenten n; keine endliche obere Grenze, so ist diese Gruppe in eine 
direkte Summe zweier Gruppen vom Range 1 unzerlegbar.® 

In der vorliegenden Arbeit tun wir nur einen Schritt in dem Studium der 
torsionsfreien Gruppen. Wir machen némlich ausser der Voraussetzung der 
Endlichkeit des Ranges noch eine weitere Voraussetzung, die zu einer ganz 
natiirlichen Klasse der Gruppen fiihrt, und geben dann eine ausfiihrliche 
Klassifikation dieser Gruppen. Es ist die Voraussetzung der Primitivitdt der 
Gruppe in Beziehung auf eine Primzahl p (vgl. §2)._ Im Falle der Gruppen vom 
Range 1 bedeutet es, dass wir nicht die ganze additive Gruppe der rationalen 
Zahlen betrachten, sondern nur die Gruppe jener rationalen Zahlen, deren 
Nenner Potenzen der Zahl p sind. Wir zeigen, dass diese Gruppen eng mit dem 
Ringe der ganzen p-adischen Zahlen verbunden sind, und dieser Zusammenhang 
begriindet die Wahl der primitiven Gruppen als einen besonderen Gegenstand 
der Untersuchungen. 

Diese Theorie kann man schematisch so darstellen: Jede von diesen Gruppen 
besitzt drei Zahlinvarianten: eine Primzahl p, eine ganze positive Zahl n—der 
Rang der Gruppe—und eine ganze Zahlr, die unter dem Namen des reduzierten 
Ranges in §3 definiert werden wird; es geniigt uns hier zu bemerken, dass die 
Ungleichungen 


Osrsn 


gelten. In jedem von den Fallen r = 0 und r = n gibt es bei festen p und n nur 
eine einzige Gruppe (§4). Bei jedem anderen r hat die Menge der nichtiso- 
morphen Gruppen, auch bei festen-p und n, die Machtigkeit des Kontinuums 
(§8) und hier brauchen wir folgendermassen die Matrizen mit ganzen p-adischen 
Elementen: jede r-zeilige und (n — r)-spaltige Matrix definiert eine ganz be- 
stimmte p-primitive Gruppe vom Range n und vom reduzierten Range r (§6) 
und jede solche Gruppe besitzt umgekehrt mindestens eine ihr entsprechende 
Matrix (§7). Diese allgemeinen Betrachtungen werden mit Feststellung der 
Bedingungen, unter denen die durch zwei verschiedene Matrizen definierten 





‘L. Pontrjagin, The theory of topological commutative groups, Ann. of Math. 36 (1934) 
361-388, Appendix 1, Beispiel 2. Dieses Beispiel war der Ausgangspunkt der vorliegenden 
Arbeit. 

® Der Satz 8 aus §16 der vorliegenden Arbeit zeigt, dass diese Gruppe in der Tat dann und 
nur dann in eine direkte Summe der Gruppen vom Range 1 zerlegbar ist, wenn die Exponent 
enfolge 

Nn, Ne, eee ’ Ni; eee 


periodisch mit einem Abschnitt vor der Periode ist. 
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Gruppen miteinander isomorph sind, abgeschlossen (vgl. §14). Das fiihrt zu 
einem System von elementaren Transformationen einer Matrix. 

Eine sehr wesentliche Rolle bei der Auffindung dieser elementaren Trans- 
formationen spielen Addition und Multiplikation im Ringe der ganzen p- 
adischen Zahlen; die p-adischen Zahlen treten hier also nicht nur als ein 
Schreibmittel auf. Es wire sehr niitzlich, noch einige tieferliegende Verbind- 
ungen zwischen p-adischen Zahlen und primitiven Gruppen zu finden—sie 
existieren wahrscheinlich—um diese Theorie mehr begriffich zu machen und 
insbesondere schwierige Berechnungen in §§9-12 zu eliminieren. 

Als Anwendungen dieser Theorie beweisen wir einen Satz iiber Existenz 
direkt wnzerlegbarer Gruppen von beliebigem Range (§15) und zeigen, dass eine 
durch eine Matrix M gegebene Gruppe dann und nur dann in eine direkte Summe 
von Gruppen vom Range 1 zerlegbar ist, wenn alle Elemente von M periodisch, 
d.h. rational, sind. Derartige Anwendungen kann man gewiss vermehren. 
Man soll, z.B., Bedingungen fiir Zerlegbarkeit einer Gruppe in eine direkte 
Summe finden und vor allem einen Isomorphiesatz fiir direkte Zerlegungen einer 
Gruppe in direkt unzerlegbare Summanden beweisen. 

Weitere Entwicklung der Theorie der torsionsfreien abelschen Gruppen soll 
im Ubergang von primitiven zu beliebigen Gruppen vom endlichen Range 
bestehen. Hier werden vielleicht Priifersche “ideale” oder “universelle’”’ 
Zahlen® eine Rolle spielen, aber das wird keine triviale Ubertragung der Ergeb- 
nisse der vorliegenden Arbeit sein. Es ist auch eine andere Richtung méglich— 
Beibehaltung der Primitivitaitsvoraussetzung mit Ubergang von Gruppen vom 
endlichen Range zu z.B. abzihlbaren Gruppen. 

Die Theorie der abelschen Gruppen mit endlichvielen Erzeugenden setzen wir 
als bekannt voraus.’ Die fiir uns nétigen Begriffe und Tatsachen aus der 
Theorie der ganzen p-adischen Zahlen fassen wir im §5 zusammen.® 


1. RANG EINER GRUPPE 


Eine abelsche Gruppe G soll torsionsfrei heissen, wenn alle Elemente von G 
ausser Null unendliche Ordnung haben. Wir werden weiter nur solche Gruppen 
behandeln und wollen demnach sie kurz Gruppen nennen. 

Eine Gruppe G hat den Rang n, wenn sie irgendwelche n Elemente besitzt, 
die iiber dem Ring der ganzen rationalen Zahlen linear unabhingig sind, aber 
zwischen je n + 1 Elementen von @ eine lineare Abhangigkeit mit ganzen 





°H. Priifer, Neue Begrtindung der algebraischen Zahlentheorie, Math. Ann. 94 (1925) 198~ 
243. Vgl. auch J. v. N eumann, Zur Priiferschen Theorie der idealen Zahlen, Acta litt. sc. 
Szeged 2 (1927) 193-227 und D. v. Dantzig, Zur topologischen Algebra II, Comp. Math. 2 
(1935) 201-223. 

"Vgl. B.L. v.d. Waerden, Moderne Algebra 2, Springer, Berlin, 1931, Kap. 15. 

*Vgl. K. Hensel, Zahlentheorie, Géschen, Berlin u. Leipzig, 1913. Eine topologische 
Behandlung der p-adischen Zahlen bei v. Dantzig, l.c. 
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rationalen [nicht simtlich verschwindenden] Koeffizienten besteht.’ Wenn 
Elemente 
a, a2, pede? An 


der Gruppe G vom Range n Niet unabhangig sind, so wird die von diesen 
Elementen erzeugte Untergruppe ein n-gliedriger Linearformenmodul sein, der 
mit jeder zyklischen Untergruppe von G einen von Null verschiedenen Durch- 
schnitt hat, d.h. ein von Null verschiedenes Vielfaches von jedem Element der 
Gruppe G enthilt. E 

Man kann, wie iiblich, zeigen, dass jedes System von linear-unabhingigen 
Elementen von G in ein System von n linear-unabhiangigen Elementen einge- 
schlossen werden kann. Es ist leicht ersichtlich, dass der Rang einer direkten 
Summe die Summe der Range der Summanden ist. 

Jede Gruppe von endlichem Range ist abzihlbar. Daraus folgt, dass jede 
Gruppe vom Range n entweder ein n-gliedriger Linearformenmodul oder die Ver- 
einigung einer zunehmenden Folge von n-gliedrigen Linearformenmoduln ist. 

Die additive Gruppe R von rationalen Zahlen und jede von ihren Untergruppen 
haben den Rang 1, da je zwei rationale Zahlen ein von Null verschiedenes gemein- 
sames Vielfache haben. Jede Gruppe vom Range 1 ist umgekehrt einer Unter- 
gruppe von R isomorph, da jede zunehmende Folge von unendlichen zyklischen 
Gruppen in die Gruppe R eingebettet werden kann. 


2. PRIMITIVE GRUPPEN 


G sei eine Gruppe vom Range n und A) ein n-gliedriger Linearformenunter- 
modul von G. Ist p eine Primzahl, so bezeichnen wir mit G(Ho, p) jene Unter- 
gruppe von G, die aus allen solchen Elementen a dieser Gruppe besteht, dass 
das Element p”a bei einem passenden Exponenten m = 0 zu Ho gehért. Die 
Gruppe G soll p-primitiv heissen, wenn es in G einen solchen Linearformenmodul 
Hy gibt, dass 


ist, d.h. zu jedem Element a von G kann man ein solches m = 0 finden, dass 
pa zu Ho gehort.!° 

Aus dieser Definition folgt, dass jeder Linearformenmodul in Beziehung auf 
jede beliebige Primzahl p primitiv ist. Besitzt aber die Gruppe G kein endliches 
Erzeugendensystem, so kann sie nicht in Beziehung auf zwei verschiedenen 
Primzahlen primitiv sein. Ist G in der Tat p- und g-primitiv mit p ~ q und 
daher (p, g) = 1 und sind H,, H% solche Linearformenuntermoduln von G, dass 


G(H,, p) = G(Hy, q) =G@ 





* Da die Gruppe G keine Elemente von endlicher Ordnung besitzt, so kann man anneb- 
men, dass die in dieser Abhangigkeit auftretenden Koeffizienten in ihrer Gesamthelt 
teilerfremd sind. 

10 Diese Definition ist der Voraussetzung dquivalent, dass die Faktorgruppe G/Hh 
primar in Beziehung auf p ist. 
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gilt, so wird die von H ¢ und H; erzeugte Untergruppe Hy endlichviele Erzeugen- 
den besitzen und daher ebenfalls ein n-gliedriger Linearformenmodul sein. 
Kinige p™- und g™-fachen jedes Elements a von G gehéren aber zu Ho, also 
auch das Element a selbst, d.h. 


Hy .= G. 


p-primitive Gruppen vom Range 1 sind nur die unendliche zyklische Gruppe 
und die Gruppe, die der additiven Gruppe aller rationalen Zahlen, deren Nenner 
Potenzen der Zahl p sind, isomorph ist. Diese letzte Gruppe, die wird weiter 
R, bezeichnet werden, ist die Vereinigung der zunehmenden Folge der Unter- 
gruppen 


Zo, Zi, Z2, cee 


’ 


wo Z,,k = 0,1, 2, --- , die von 1/p* erzeugte unendliche zyklische Gruppe ist. 

Folgender Satz bestatigt die Natiirlichkeit des Begriffs der primitiven Gruppe: 

Jede Untergruppe einer p-primitiven Gruppe ist selbst p-primitiv. 

Es seien: G eine Gruppe vom Range n, U eine Untergruppe von G und H, ein 
solcher Linearformenuntermodul von G, dass die Bedingung (1) erfillt wird. 
Der Durchschnitt der Untergruppen U und A, ist aber auch ein Linearformen- 
modul und enthalt ein p”-faches von jedem Element von U. 


3. REDUZIERTER RANG.—HAUPTUNTERGRUPPEN 


Ist G eine p-primitive Gruppe vom Range n, Hy ein der Bedingung (1) geniig- 
ender Untermodul von G, so wird unter H> die Untergruppe verstanden, die aus 
allen Elementen a von G besteht, deren p-fache pa schon in Hp liegen. Alle 
Elemente der Faktorgruppe H}/H» haben die Ordnung p, also ist diese Faktor- 
gruppe die direkte Summe von zyklischen Gruppen der Ordnung p. Da zwischen 
jen + 1 Elementen von G eine lineare Abhangigkeit besteht, deren Koeffizienten 
nicht alle durch p teilbar sind, so wird die Anzahl der direkten Summanden in 
einer Zerlegung von H>/Ho héchstens gleich n sein. Bezeichnen wir diese 
Anzahl mit r(H}/Hp), so gilt 


(2) 0 S r(H3/HM) X n. 


Die Zahl r(H'}/Ho) kann man auch als die minimale Anzahl von Elementen aus 
Hi erkliren, deren Adjunktion zu Hy die ganze Untergruppe H> erzeugt. 
Daraus folgt, dass die Untergruppe H* eine Gruppe mit endlickvielen Erzeugen- 
den, d.h. ein Linearformenmodul, ist. 


Die kleinste der Zahlen r(H>/Hp) bei allen der Bedingung (1) geniigenden Ho 
soll der reduzierte Rang von G heissen und mit r bezeichnet werden, und ein 
solcher Untermodul Ho, fiir den 


r(H>/Ho) =r 
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gilt, soll eine Hauptuntergruppe von G heissen." Nach (2) ist 


0Osrs 2. 


Es ist leicht nachzupriifen, dass der reduzierte Rang einer direkten Summe die 
Summe der reduzierten Range der Summanden ist.. Dazu kann man z.B. folgende 
Hilfssitze brauchen, die auch fiir das Weitere von Bedeutung sind. 

Ist Ho eine Hauptuntergruppe von G, so ist Hy = H > auch eine Hauptunter- 
gruppe. 

In der Tat, da die Untergruppe Hz = Hj die Gesamtheit aller Elemente von 
G ist, deren p*-fache zu Hp gehéren, so ist die Zahl r(H2/H;) gleich der Anzahl der 
zyklischen Summanden der Ordnung p? in einer Zerlegung der Faktorgruppe 
H:/Ho. Diese Anzahl ist héchstens gleich r und wegen der Minimaleigenschaft 
von r ist daher 


r(H2/H;) =fTf 


Wir erhalten gleichzeitig, dass die Faktorgruppe H2/Hp eine direkte Summe von 
r zyklischen Summanden der Ordnung p? ist. 

Hieraus folgt noch: Ist Hy eine Hauptuntergruppe von G, so ist G/Hp direkte 
Summe von r Gruppen vom Typus p”. 

Umfassender ist folgender Satz: 

Ist Ho eine Hauptuntergruppe von G und Fy eine Untergruppe, die Hy wmfasst 
und ein endliches Erzeugendensystem besitzt, so ist Fy auch eine H auptuntergruppe. 

Es geniigt diesen Satz unter der Voraussetzung zu beweisen, dass Ho in Po den 
Index phat. Ist F; = F%, so ist 


ACh GAS Fig Az. 


Die Faktorgruppe H2/H, ist eine direkte Summe von r zyklischen Summanden 
der Ordnung p?. Man kann annehmen, dass die Faktorgruppe Fo/Ho, die eine 
zyklische Gruppe der Ordnung p ist, von einem von diesen Summanden umfasst 
wird. Daraus folgt, dass die Faktorgruppe F,/F> eine direkte Summe von r 
zyklischen Gruppen der Ordnung p ist, d.h. 


r(Fi/Fo) = 


ist. 

Daraus eine fiir §6 nétige Folgerung: 

Hp sei ein der Bedingung (1) geniigender Untermodul von G. Wir erklaren 
Untergruppen H;., k = 1, 2, --- , folgendermassen: 


A, = |. ee 


d.h. die Untergruppe H;, ist die Gesamtheit aller Elemente von G, deren p-fache 
zu Hy gehéren. Dann gibt es ein solches ky, dass H;,, eine Hauptuntergruppe ist. 





11 Wir wahlen also unter allen n-gliedrigen Untermoduln von G solche, die der Bedinguné 
(1) geniigen, und dann unter diesen letzten die Hauptuntergruppen. 
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In der Tat, die Untergruppen H;, bilden eine zunehmende Folge von n- 
gliedrigen Linearformenmoduln, deren Vereinigung mit der Gruppe G iiberein- 
stimmt. Ist Fo eine beliebige Hauptuntergruppe von G, so ist sie eine Gruppe 
mit endlichvielen Erzeugenden und wird daher von einer von den Untergruppen 
H,, z.B. von Hy,, umfasst; dann sind aber, nach dem vorhergehenden Satz, 
H,, und alle H,,1 2 ko , Hauptuntergruppen von G. 


4. FALLE r = 0 UND r= n 


G sei eine p-primitive Gruppe vom Range n und vom reduzierten Range r, 
0OSrsn. 

Ist r = 0, so stimmt G mit ihren Hauptuntergruppen iiberein, d.h. G ist 
direkte Summe von n unendlichen zyklischen Gruppen. 

Ist r = n, so wird nach (2) und wegen der Minimaleigenschaft von r jeder der 
Bedingung (1) geniigende Untermodul von G eine Hauptuntergruppe sein. Ist 
H, eine von diesen Untergruppen und sind die Untergruppen H;,, k = 1, 2, --- , 
§3 entsprechend erklart, so folgt aus r = n, dass jedes Element von Hy_; p- 
faches eines Elementes von H; ist. Jedes Element von G ist daher in eine 
Untergruppe vom Typus FR, eingeschlossen, also, indem wir mit einer Basis von 
Hy beginnen, wird man eine Zerlegung der Gruppe G in eine direkte Summe von n 
Untergruppen vom Typus R, erhalten. 

Da die umgekehrten Behauptungen klar sind, so ist folgender Satz bewiesen: 


Satz 1. Hine Gruppe ist dann und nur dann eine direkte Summe von n unend- 
lichen zyklischen Gruppen (von n Gruppen vom Typus R,), wenn sie p-primitiv vom 
Range n und vom reduzierten Range 0 (bzw. vom reduzierten Range n) ist. 


Wir haben also weiter nur den Fall zu untersuchen, wenn 
0<r<n 


ist. Dazu gehéren direkte Summen von n Summanden, von denen r vom 
Typus R, und n — r zyklisch sind, aber, wie wir zeigen werden, gibt es fiir alle 
p,nund r,0 < r < n, auch Gruppen, die nicht in eine direkte Summe von 
Gruppen vom Range 1 zerlegbar sind. 


5. RING DER GANZEN p-ADISCHEN ZAHLEN 


In diesem Paragraphen wollen wir die fiir uns nétigen Definitionen und— 
ohne Beweise—Grundtatsachen aus der Theorie der ganzen p-adischen Zahlen 
(p eine Primzahl) zusammenfassen. 

Eine ganze p-adische Zahl ¢ ist eine Folge 


(A) g =a, al,.-- ,at,..-, 


wo jedes a* eine beliebige der Zahlen 0, 1, 2, --- , p — 1 ist, d.h. einer von den 
kleinsten positiven Resten modulo p. Aus dieser Definition folgt, dass die 
Menge aller ganzen p-adischen Zahlen die Méchtigkeit des Kontinuums hat. 





* Man nennt (A) die reduzierte Darstellung der Zahl ¢. 


E 
5 
‘ 
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Die Summe der Zahlen ¢ aus (A) und 
(B) v = B, Bl, ---, BY, ---. 


ist eine p-adische Zahl 


get+ty= T, anes AS of ay 
mit folgender Erklarung: 7° ist die Summe a® + 6°, wenn diese Summe kleiner 
als p ist, andernfalls a° + 6° — p, d.h. iberhaupt 


vy? = a® + B® — wp mit v = 0 oder 1. 
Hat man y*—! und daher »4_; bereits gefunden, so setzt man 
yt = ak + BF + m1 — “Dp, 


wo », durch die Bedingung 0 < y* < p eindeutig bestimmt wird. 
Diese Addition ist kommutativ und assoziativ. Null ist die p-adische Zahl 


w = 0,0,---,0,--- 


Ist ¢ ¥ w und ist a*(k = 0) das erste von 0 verschiedene Element von der Folge 
(A), d.h. ist 


pae k pykt+l k 
g = 0, --- , 0, a —™ 97°" 4 arts, eee 


eo ee , 9, (p are at’), (p — gre = 1), whe: or (p “ae 1), paige 
Das Produkt der Zahlen ¢ und y ist eine ganze p-adische Zahl 
oy = 8, dt... , GF, eee 


&° = af — Mop 


und im allgemeinen 


c= Z; a‘Bi + wei — MED, Me = 0, 


t+j=k 


wo ux durch die Bedingung 0 < 5 < p eindeutig bestimmt wird. 

Diese Multiplikation ist kommutativ, assoziativ und hinsichtlich der Addition 
distributiv. Wir erhalten den Ring der ganzen p-adischen Zahlen, der das 
Einselement 


e=1,0,0,---,0,--- 


besitzt und, da p eine Primzahl ist, ein Ring ohne Nullteiler ist. 
Diese letzte Bemerkung gibt die Méglichkeit, wenn 


Y = gip2 
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ist, die Bezeichnung 


« 


a= — 


$ 


zu brauchen. 
Das p-fache der Zahl ¢ aus (A) hat die Gestalt 


_— 0 1 k—1 
pe = 0, a, al, ---, a Soe 


Man erhalt allgemein das p*-fache der Zahl ¢ durch die Ubertragung von at in 
(A) nach rechts an die Stelle s + k, k = 0, 1, 2, --- , wenn man darauf an die 
ersten s Stellen die Zahl 0 stellt. 

Die Zahl ¢ aus (A) soll ein Hinheitsteiler heissen, wenn es eine solche Zahl 
¢' gibt, dass g-g! = ¢ ist, d.h. yg“! = e/g gilt. Notwendige und hinreichende 
Bedingung dazu ist 

a® ~ 0. 


Ist ¢ ¥ w, aber kein Einheitsteiler, und ist a*, (k > 0), das erste von 0 ver- 
schiedene Element von der Folge (A), so wird die ganze p-adische Zahl ¢/p*e 
schon ein Einheitsteiler. 

Die Menge aller ganzen p-adischen Zahlen ¢ mit einer periodischen Folge (A)— 
wo vor der Periode eine beliebige endliche Anzahl von Elementen stehen kann— 
ist ein Unterring des Ringes aller ganzen p-adischen Zahlen. Man kann zeigen, 
dass die Zahl gy dann und nur dann periodisch ist, wenn sie die Gestalt 

le 


° me 


hat, wo 1, m ganze rationale Zahlen sind und (m, p) = 1 ist. Der Ring aller 
periodischen ganzen p-adischen Zahlen ist mit dem Ringe jener rationalen Zahlen 
isomorph, deren Nenner zu p teilerfremd sind. 

Ist eine periodische Zahl ein Einheitsteiler, so ist ihr Inverses auch periodisch. 


6. Die EINER Matrix M ENTSPRECHENDE GRUPPE Gy 


Wir gehen jetzt zu p-primitiven Gruppen vom Range n und vom reduzierten 
Range r, wenn 


0O<r<n 


ist, iiber und wollen einige Zusammenhinge dieser Gruppen mit Matrizen iiber 
dem Ring der ganzen p-adischen Zahlen feststellen. 


Hitrssatz.—Man kann einen beliebigen n-gliedrigen Linearformenmodul H 


mit den Erzeugenden a, a2, --- , @;, b1, be, --- , bs, r +8 = Nn, in einen solchen 
n-gledrigen Linearformenmodul H’ einbetten, dass H’ ein Erzeugendensystem 
@1,Q9,--- : bi, be, --- , bs hat und die Relationen 
pa, = a+ D> ay by, ¢=1,2,---,7, 
j=l 


Woai(1 Si <r, 1 Sj S 8) vorgegebene ganze rationale Zahlen sind, gelten. 


> 
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Breweris—Wir nehmen einen Hilfsmodul H’ mit Erzeugenden 


eee _) = 
Gy, Gg, +++, G,, br, be, +++ , bs 


und bezeichnen 


8 
mm > a ° 
pa; — DL aj b; = Gi, t= 1,2,---,7, 
j=1 
Die Elemente 4, --- , d,, 6:1, --- , 6, sind linear-unabhangig voneinander, d.h. 


sie erzeugen in A’ einen n-gliedrigen Untermodul H, und es bleibt nur ibrig 
auf iibliche Weise H durch H zu ersetzen, indem man jedes von 4;,, 6; durch a,, 
baw. b; ersetzt. 


Wir gehen zur Hauptkonstruktion tiber. 


ist eine Matrix mit r Zeilen und s Spalten; ihre Elemente sind ganze p-adische 
Zahlen g;;,1 S i S$ r,1 Sj S s, deren reduzierte Form ist: 


0 1 k 
Pig = Hizy Miz, oe * y Migr eres 
Wir definieren die Gruppe G x folgendermassen: es ist die abelsche Gruppe mit 
den Erzeugenden a‘, 1 <i S r,k = 0,1,2,---,undd;,1 <j S s, die fir 
alle 7, k die Relationen 


8 
+l ok k 
pa;" =a;+ i ‘ ab; 
jx 


erfiillen. 

Ist H., k = 0,1, 2, --- , die von den Elementen a‘, ak, --- , a®, bi, be, «++ yb 
erzeugte Untergruppe von Gy, so wird sie nach dem Hilfssatz ein (r + s)— 
gliedriger Linearformenmodul sein, und die Gruppe G y ist die Vereinigung der 
zunehmenden Folge der Untergruppen 


Ho, Mi, He, --- , He, ---, 


d.h. eine torsionsfreie Gruppe vom Range r + s. Sie ist sogar p-primitiv, da 
jedes p‘-fache eines Elementes von H; zu‘Ho gehért. Hy = Hi41 und die Zahl 
r(His1/Hx) (vgl. §3) ist bei allen k gleich r. Alle Untergruppen H;, sind also, 
nach §3, Schluss, Hauptuntergruppen von Gy und der reduzierte Rang von 
G y ist r. 

Daraus erhalten wir 


Satz 2.—Jede r-zeilige und s-spaltige Matrix M mit ganzen p-adischen Ele- 
menten definiert eine p-primitive Gruppe Gu vom Range r + s und vom reduzierten 
Range r. 
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7. Erne MATRIX, DIE EINER GEGEBENEN GRUPPE ENTSPRICHT 


Satz 3.—Zu jeder p-primitiven Gruppe G vom Range n und vom reduzierten 
Range r kann man, falls 0 < r< n, mindestens eine r-zeilige und (n — r)-spaltige 
Matrix M mit ganzen p-adischen Elementen finden derart, dass G mit G y isomorph 
ist.!8 

Der Beweis stiitzt sich auf folgende Hilfsbegriffe und Hilfssiitze: 

Ist Hy eine Hauptuntergruppe von G und ist H; = H7, so gilt 


r(Hi/Ho) = r. 
Eine Basis 
(3) Qi, M2, +--+ , Gn 
von Hy soll in dieser festgesetzten Anordnung ein Hauptsystem von G heissen, 


wenn die Untergruppe H; aus Hy durch Adjunktion von r Elementen 4, de, 
... ,G, derart entsteht, dass die Relationen 


(4) pas = a+ Dy ania, t= 1,2,---,7, 
gr 
wo alle a;; kleinste positive Reste modulo p sind, gelten. 
Hitrssatz 1.—Fiir jede Basis von Ho gibt es mindestens eine solche Anordnung, 
bei der sie ein Hauptsystem von G ist. é 
Ist in der Tat (3) eine beliebige Basis von Hy und ist H,; durch Adjunktion der 


r Elemente a;, a3, --- , a, 2u Hy erzeugt, so wird dann 
’ n 
(5) ’ pa, = 2) xj4;, k=1,2,+--,7, 
& 


sein. Mindestens einer der Minoren r-ter Ordnung der Matrix || ,; || muss 
inkongruent Null mod. p sein, da andernfalls die Zeilen dieser Matrix linear- 
abhingig modulo p sein wiirden, d.h. eins der Elemente a, iiberfliissig wire. 
Wir kénnen, wenn nétig, die Anordnung der Basis (3) so abindern, dass schon 
der Minor, der aus den Koeffizienten der Elemente ai, a2, --- , a, besteht— 
erster Minor der Matrix || 4; || —inkongruent Null mod p ist, und wir behaupten, 
dass dies eine gesuchte Anordnung der Basis (3) ist, und zwar: 
Man kann jedes Element c von H; mindestens auf eine Weise in der Form 


(6) c= Dna, + DY 7,4; 
k=1 j=1 


mit 0 < o, < p,k = 1,2, ---,7,darstellen. Dann wird nach (5) 


(7) pe= DY (pr + : ods) a; 
j=1 k=1 


B: ¥ Die in §4 betrachteten Fille fallen unter diesem Satz, wenn man den Gebrauch von 
Matrizen’’ zulasst, die n Zeilen und keine Spalten besitzen oder umgekehrt. 
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sein. Damit ein Element c zu dem gesuchten Element 4; wird, bleibt es nur 
iibrig solche Zahlen o; zu finden, dass der Koeffizient von a; in (7) modulo p m 
1 und die Koeffizienten von ay, --- , @j-1, @i41, +++ , @, ZU 0 kongruent werden— 
man hat dazu nach der Cramerschen Regel ein geeignetes lineares Gleichungssys- 
tem im Primkérper mod. p zu lésen—und dann solche Zahlen 7;, 7 = 1, 2, --- ,n, 
zu wiihlen, die alle Koeffizienten in (7) zu kleinsten positiven Resten mod. p 
machen. 
Die Elemente 


(8) Gy, Gz, +++ » Ar, Arq, +++ y An 
bilden offenbar eine Basis der Untergruppe H. 


Hitrssatz 2.—Ist die Basis (3) ein Hauptsystem, so ist der erste Minor der 
Matriz || dx; || aus (5) fiir beliebigen Elementen aj, az, --- , @,, deren Adjunktion 
zu Hy die ganze Untergruppe H, erzeugt, inkongruent Null mod. p. 

Man kann in der Tat diese Elemente as, as, see, a, durch die Elemente 
dG, d2,--- ,d,, welche den Bedingungen (4) geniigen, und die Elemente a@,+1, +++ ,d, 
darstellen. Der erste Minor der Matrix, die hier entsteht, muss nach (5) und 
(4) mit dem ersten Minor der Matrix || \;; || tibereinstimmen. Ware dieser 
Minor kongruent Null mod. p, so wiirde eins der Elemente a;, a3, --- , a, dureh 
die anderen von diesen, durch die p-fachen der Elemente 4, a2, --- , d,—die, 
wie wir wissen, zu Hy gehéren—und durch a,41, --- , dn darstellbar sein, was 
aber unmdglich ist. 

Die Hilfssitze 1, 2 ergeben zusammen, dass die Basis (3) dann und nur dann 
ein Hauptsystem von G ist, wenn fiir bebielige Elementen aj, az, --- , a,, deren 
Adjunktion zu Hy die ganze Untergruppe H, erzeugt, der erste Minor aor Matriz 
|| Xx; || aus (5) inkongruent Null modulo p ist. 


Hiurssatz 3.—Die Basis (8) der Untergruppe H, mit der in (8) gegebener 
Anordnung ist ein Hauptsystem von G. 

Ist H, = H7, so gilt r(H2/H:) = r. Man kann daher die Untergruppe H: 
durch Adjunktion von Elementen a7, az, --- , a, zu H, erzeugen. Ist 


(9) pa, ? mia a; + a My; Q; » 


fmr+ 


so braucht man nur zu zeigen, dass-die Determinante | bij | # 0 (mod. p) ist. 
Wiire sie kongruent Null mod. p, so wiirde es solche Zahlen oi, 02, --- , or geben, 
die sich nicht alle durch p teiien lassen, dass das Element 


>» o,(pa,) 
zu Ho und daher 


Tr 
i o,0, 


k=1 


zu H, gehoren wirde. Eines der Elemente a, wire dann aber iiberfliissig, was 
der Minimaleigenschaft von r widerspricht. 


. 
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Der Beweis des Satzes 3 kann nun mit wenigen Worten zum Ende gefiihrt 
werden. Wir nehmen namlich eine Hauptuntergruppe Hy von G und bilden 
die Untergruppen Hi, Ha, --- , Hx, --- so, dass Hix: = Hf ist. Die Gruppe 
G ist dann die Vereinigung dieser zunehmenden Untergruppenfolge. In Ho 
wihlen wir eine Basis mit solcher Anordnung, dass sie ein Hauptsystem von G 
ist—dieses ist nach Hilfssatz 1 méglich—und bezeichnen sie mit 


(10) a}, 43, ---, ay, bi, be, --+ , bs, 


wos =n -— rist. 
Haben wir schon bei einem k, k 2 0, das Hauptsystem 


aj, a5, vi as , at, by, be, ee , bs 
gefunden, das eine Basis der Untergruppe H; ist, so kann man in Hj,; solche 
Elemente a‘*!, ak*!, ... , a**" finden, dass 
(11) pa’;*! = a’ +X ayy, i= 1,2,---,7, 


mit 0 < ai; < p bei allen i,j ist. Die Elemente 
, ast, Serr ® “stapes b,, be, ware b, 


bilden eine Basis der Untergruppe Hi4:, die nach Hilfssatz 3. bei dieser Anord- 
nung ein Hauptsystem ist. Dieses Hauptsystem halten wir nun fest. 

Wir beginnen von k = 0, d.h. vom Hauptsystem (10), und wenden dieses 
Verfahren bei allen k an. Man kann dann die ganzen p-adischen Zahlen 


a* +1 


1 k 
ii = aii, Higa *** » Biz, °°? 
konstruieren. Diese Zahlen bilden eine r-zeilige und s-spaltige Matrix M, die 
eine gesuchte Matrix ist. 
8. VERANDERUNGEN DER HAUPTSYSTEME 


Ist (3) ein Hauptsystem der Gruppe G, so kann man die Elemente di, G2, --- , Gr, 
die den Bedingungen (4) gentigen, nur auf eine einzige Weise finden. 
Enthalt, in der Tat, die Untergruppe H; ein solches Element 4, dass 


(12) pPh=a+ D) Ba; 
j=rt+l1 
mit 0 < ak i; < p fir alle 7 ist, so kann man, da die Elemente dj, dz, --- , G;. 
441, +++ ,@, eine Basis von H, bilden, das Element 4, in der Gestalt 
= Liad+ Dy 714; 
i=1 j=rt+1 
darstellen, also ist nach (4) : 


= Seat SS (p+ ¥ eva) ay 


i=1 j=rt+l t=1 





~: ant os Se ee xy 
« a hg 
ea Mh al 


UP eS, 














188 ALEXANDER KUROSCH 


Durch Vergleich mit (12) folgt: o1 ++» = 0, = O und alle 7; = 9, 
d.h. 4 = d, ist. 

Daraus folgt, dass H, kein Element enthdlt, das nicht in Ho liegt und dessen 
p-faches in der von den Elementen ay41, Gr42, +++ , Gn erzeugten Untergruppe 
enthalten ist. Wir sehen auch, dass die im §7 gebildete Matrix M durch das 
Hauptsystem (10) eindeutig bestimmt ist. Da die Gruppe G eine abzihlbare 
Menge von Hauptsystemen besitzt, so ist die Menge aller dieser Gruppe nach 
Satz 3 entsprechenden Matrizen auch abzdhlbar. Die Menge aller Matrizen mit 
ganzen p-adischen Elementen und mit einer gegebenen Anzahl von Zeilen (und 
Spalten) hat aber die Michtigkeit des Kontinuums, also: 


Satz 4.—Die Menge aller nichtisomorphen p-primitiven Gruppen vom Range n 
und vom reduzierten Range r hat bei beliebigen p und n und bei jedem r mit 0 <r <n 
die Méchtigkeit des Kontinuums. 


Um die Theorie zum Abschluss zu bringen, hat man nur noch die Bedingungen 
zu finden, unter denen die durch Matrizen M, M definierten Gruppen Gy, 
Gy isomorph sind. Zu diesem Zweck ist zu untersuchen, wie sich die Matrix 
M bei Abanderungen des Hauptsystems (10) dndert. Diese Abénderungen 
des Hauptsystems sind: Transformationen der Basis einer Hauptuntergruppe 
Hy und Ubergang zu einer neuen Hauptuntergruppe. Alle Basistransforma- 
tionen in Hy kann man auf die folgenden elementaren Transformationen zuriick- 
fiihren: 

1. Der Zeichenwechsel bei einem der Elementen der Basis, 

2. Das Hinzufiigen eines der Elemente der Basis zu einem anderen. 


Ubergang von Hy zu einer neuen Hauptuntergruppe A) fiihrt, da diese beide 
Untergruppen von einer dritten Hauptuntergruppe umfasst werden, zu einer 
Reihe von solchen Ubergingen, dass eine von den Untergruppen Ho, Ap in der 
anderen liegt und darin den Index phat. Wir erhalten also nach einer passenden 
Basisabanderung in Hp und in Ap folgende Transformationen: 

3. Ersetzung eines von den Elementen der Basis durch sein p-faches, 

4. Ersetzung eines Elementes x durch ein solches Element y, dass 


x= py 
ist. 

Wir haben nun zu betrachten, wann man diese Transformationen anwenden 
kann, ohne der Eigenschaft der Basis (10), ein Hauptsystem zu sein, Abbruch 
zu tun und welchen Einfluss sie auf die Matrix M haben. Wir diirfen dabei 
nicht vergessen, dass die Elemente a} und b; im Hauptsystem (10) ganz ver- 
schiedene Rollen spielen. 


9. ELEMENTARE TRANSFORMATIONEN I, II 


Die Gruppe G sei durch eine Matrix M, die einem Hauptsystem (10) ent- 
spricht, gegeben. In diesem Hauptsystem wechseln wir das Vorzeichen des 
Elements a}, d.h. ersetzen dieses Element durch 


(13) a, = —a?, 
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Die neue Basis von Ho, 
0 0 =0 0 0 
Ay, *** y Briony Why Baagyy see y a,, b,, bg, ---,b,, 


ist ebenfalls, wie leicht nachzupriifen ist, ein Hauptsystem und wir haben die 
Matrix M zu finden, die diesem neuen Haupteystem entspricht. 
Wir erklaren die Zahlen 6; folgendermassen: 6 i; = 0, wenn alle Zahlen 


(14) ats, Cissy = '* , a5" 
verschwinden, und 6%, = 1, wenn mindestens eine von diesen Zahlen-von Null 
verschieden ist. 

Es sei schon bewiesen, dass man die neue Basis der Untergruppe H; durch 
Ersetzung des Elements aj durch 
(15) ay = —ay + 2 644); 

= 

erhilt; fir k = 0 ist dies nach (13) klar. Wir suchen nun die neue Basis von 
Hiy1. Die Relationen (11) zeigen, dass die Elemente a‘* fiir i + h unverindert 
bleiben, aber fir a**" gilt nach (15) 


pot! = ot + 3 abby = at + 5 (oly + ony, 


j=1 j=1 


d.h. 
p(—a “ta = > > (a; + 04); . 
Fon 
Wir sollen nun diejenigen der Koeffizienten von b; um p vergréssern, die von 


Null verschieden sind. Die Zahl thy + 6;; ist aber dann und nur dann von 
Null verschieden, wenn entweder 6;; ~ 0, d.h. eine der Zahlen (14) von Null 


verschieden ist, oder a;; * 0, d.h. dann und nur dann, wenn 6;}' = 1 ist. 
Setzen wir 
ak*! — at+ + > oxy'd,, 
= 
so gilt 
(16) pat? = ak + > (ons — a; — a, = 4, + p> ai ;d;, 
fs 


wo alle Koeffizienten &{; schon kleinste positive Reste mod. p sind. Aus (16) 
folgt, dass ang = 0 ist, wenn alle Zahlen a};, aj;, -*: , @; Vverschwinden, 
aij = P — aj, ist, wenn ak; die erste von Null verschiedene von diesen Zahlen 
ist—da dann noch OK; = 0 ist, und eh =p- ah; — 1, wenn es schon in (14) 


von Null verschiedene Zahlen gibt. Das bedeutet, dass die p-adische Zahl 


oi et =~ = 
Pag = az, Bago °° > %azr***s = 1,2, 8 
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gleich —ga; ist. Wir erhalten die erste elementare Transformation der Ma- 
trix M: 


I, .—Zeichenwechsel bei allen Elementen der h-ten Zeitle. 


Wechseln wir das Vorzeichen des Elements b; aus (10), d.h. ersetzen dieses 
Element durch 


b, = —b, 


so wird die neue Basis auch ein Hauptsystem. Ist schon bewiesen, dass alle 
Elemente a‘, die in der Basis der Untergruppe H;, enthalten ist, durch 


k k 
Gd; = a; — Oi,b,, 
ersetzt werden miissen, so gilt fiir7 = 1, 2,---,r: 


past! = ai + >) at.b; = at — (ai, + 6%4,)b, + > ai; b;. 
7 


gai 


Ist hier der Koeffizient bei 6; von Null verschieden—es wird dann und nur dann 
k+1 k+1 


sein, wenn 6+! = 1 ist—so hat man zu a‘t' das Element 6; zu addieren, dh. 
b; zu subtrahieren. Daher wird 

ghtt b+ k+1 

aj" =a;" — 63, b,, 


und dann 


pa‘;* = ai + (657'p ae a’, a 6%) b, + » ai;b;, 
7 


Bezeichnen wir den neuen Koeffizienten von 6, mit &%,, so werden die von 
diesen Koeffizienten gebildeten p-adischen Zahlen @,;,,7 = 1, 2, --- , 7, sich von 
gi: wieder nur durch das vorzeichen unterscheiden, d.h. die zweite elementare 
Transformation der Matrix M ist 


II ,.—Zeichenwechsel bei allen Elementen der l-ten Spalte. 


10. ELEMENTARE TRANSFORMATIONEN III, IV. 
Eine Abinderung des Hauptsystems (10), bei der das Element a} in 
Gd, =a, + a4,, h#N’, 
iibergeht, gibt auch ein Hauptsystem. Wir erklaren die Zahlen v+, j = 1, 2, 
--+, 8, folgendermassen: v} = 0; v; = 0, falls afj' + at? + vi < p, anderm- 
falls vj = 1. Ist schon bewiesen, dass die neue Basis fiir Hi, nach Ersetzung des 
Elements ai durch 


, k k 
a; = a4, + a, — > vd; 


j=1 
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erhalten wird, so fordert in der Basis von Hi, nur das Element aj* eine Ab- 
anderung. Aus 
plagt + an) = Gh + De Canhy + abe; + 94), 
fs 


folgt, dass 


att ne att + ane = > yk+tp, 
7=1 


ist, da dann 


j= 


(17) pay*! = a, + > (aks + ake; + v5 — vit p)b; = ay + Ls a 5b, 
f= 


gilt, wo alle ri ees &,; bereits Reste mod. p sind. 
Ist fiirj = 1,2,---, 
= -0 -1 -k 
Prj 85 Ang» Mhzy *** » BMhzr *** » 
so folgt aus (17) und aus der Definition der Zahlen v;, dass ) . 
Pri = Oni + On; 


ist. Daraus ergibt sich die dritte elementare Transformation der Matrix M: 


Ill. Ersetzung ie h-ten Zeile der M atrix M durch ihre Summe mit der h’-ten 
Zeile, h’ ¥ h. 


Die Transformationen II geben uns die Méglichkeit, anstatt der Addition der 
Elemente b; ihre Subtraktion zu betrachten. Ersetzung des Elements 6; in 
(10) durch 


b, = b, — br, Uv #1, 
gibt, wie leicht zu sehen, auch ein Hauptsystem. Wir definieren die Zahlen 
Ni, i = 1, 2,---, r, folgendermassen: \° = 0; A* = 0, falls at 7! + at? + 


Mi! < p, andernfalls \* = 1. Ist schon bewiesen, dass in der Basis von H; 
ausser der Ersetzung von 6b; durch 6; noch die Ersetzung eines jeden der Ele- 
mente ai = 1,2, --- ,7r, durch 


notig ist, so wird dasselbe auch fiir die Untergruppe H:.,, gelten, da 


k 
pla’; +1 — \5*5,) aia a* + > a:b; zi “+ nb,, 





j=1 ‘ ii 
= (a‘ me rb, a a's (0, — by) + (a, + ays + rt — ri p)b,, . 
+ , a jb; 
j¥1,#1 


a + ai,b + Gin dby + DE ali;d; 
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ist, wo alle Koeffizienten schon Reste mod. p sind. Die p-adische Zahl 
Dar = Bi, iy +» Biv add t= 1,2,-..57, 


ist die Summe der Zahlen ¢;,- und gz. Die vierte elementare Transformation 
der Matrix M ist: 


IV. Ersetzwng der l’-ten Spalte der Matrix M durch thre Summe mit der 
l-ten Spalte, I’ ¥ 1. 


11. ELEMENTARE TRANSFORMATIONEN V, VI 


Die Ersetzung des Elements a}, im Hauptsystem (10) durch 


a, = a, — b, 


gibt ein neues Hauptsystem. Ist ui. = 1, falls 


ema safer pina Mes 
Oh = Oy = s+ = ay, =p—il, 


und uw, = 0, wenn mindestens eine von diesen Zahlen von p — 1 verschieden ist, 
so kann man mithelos beweisen, dass die gesuchte Abanderung der Basis jeder 
der Untergruppen H; durch der Ersetzung des Elements aj durch 


. ae 
Gy, = ay — ud, 


erreicht wird und dass die entsprechende elementare Transformation der 
Matrix M ist: 


Vir. Ersetzung des Elements ¢,, der Matrix M durch gn: + €, wo € das Einsele- 
ment des Ringes der ganzen p-adischen Zahlen ist. 


Die letzte der elementaren Abainderungen der Basis von Hyp—Ersetzung eines 
der Elemente b; durch seine Summe mit einem der Elemente a$—ist, im Gegen- 
satz zu allen vorhergehenden, nicht stets zuldssig. Ersetzt man in der Tat das 
Element 6; aus (10) durch 


b, = bi + ay, 
so gilt 
(18) pa, = a) + ap (0; + a,) + p ax, 5b; - Op, Dy, « 
i#l 


Ist a;, = 1, so geht das Element a? auf der rechten Seite der Relation (18) 
verloren, d. h. der erste Minor der Matrix, mit der die Elemente pa, pas, . «+ 90, 
durch die neue Basis darstellbar sind, verschwindet und daher ist diese neue 
Basis in ihrer natiirlichen Anordnung kein Hauptsystem. 

Wir setzen daher voraus, dass a}, ¥ 1, d.h. 


. @&,—140 
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ist. Dies ist mit der Voraussetzung Aquivalent, dass die ganze p-adische Zahl 
ga — € ein Einheitstetler ist, d.h. dass die Zahl (gy: — ¢)~! auch ganz ist. Unter 
dieser Voraussetzung werden wir die neue Matrix M untersuchen. 

Juerst einige Bezeichnungen. Ist m eine ganze rationale Zahl und gilt m = 
no +q',0 <4’ < p, so setzen wir: 


q = [ml], q’ = {m}, 
dh. 
m = pim] + {m} 
oder 
(19) {m} = m — pm]. 


Aus |1 — a}, | < p und aus unserer Voraussetzung iiber a}, folgt, dass die 
Zahlen 1 — a}, und p teilerfremd sind, d.h. dass es solche Zahlen ¢ und 7 gibt. 
dass 


(20) (1 — ah )é + pn = 1, 
d.h. 
pn — 1 = (ay, — LE 


gilt. 

Nun gehen wir zum Aufbau neuer Basen der Untergruppen Hi, Ho, --- 
iiber und suchen zuerst die Elemente ai; die Elemente a‘ fiir i ~ h werden 
spiter gefunden werden. 


Wir erklaren die Zahlen 8%, , k = 0, 1, 2, --- , folgendermassen: 
(21)o. Shi = ah; ; 
k 
ase hy = both + E Dy onsldng'} + afdn7'} + [on7'l- 


Dann hat das Element a} die Gestalt 
(22).. Gj, = ta, + nah — [6),]6, — p> [55,5]; . 
In der Tat gilt nach (18), (19), (20) und (21)e 
pa, = tay + tad b + & De ath sbi — Fark sa 
(28). + pyar — pls? Jo: — »y pls; ; 1b; 
=a) + {65 , Jb + 2, {8% 5 16;, 


wo alle Koeffizienten schon Reste mod. p sind. Das Element 4; ist nach §8 
von der Wahl der Zahlen £, 7 unabhangig. 
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Man hat iiberhaupt fiir k 2 1: 









(22),. ak = taf + nai +e > af ak-* — [6k7*Ib — D> [8k5"]b,, 


7#l 






(23). pak = ak* + {d57" 3b + pe {a55 













Beim Beweise fiir k 
sb—1, 


Wir nehmen an, dass dies schon fiir k — 1 bewiesen ist. 
brauchen wir folgende Darstellung des Elements ptak durch aj, 


ptak = tak' + tagz'b + & » a; b; — tae7 ap 
{i 7 










* aus (22),_1 finden, 





oder, indem wir éa;~ 


te pta;, = a, * — nah? —£ b> af abo? + [ats + 3 1885 Dy 


I i#t 


+ toty'b: + é Dy ah; bj — gah) a}. 
it 


















Wahlen wir nun das Element a; nach (22),, so ergibt sich der Beweis der Rela- 
Bh: ) tion (23). durch elementare Berechnungen auf Grund der Relationen (19) bei 
m = 6,,;°, (21), auch fiir 64;*, und (23):, --- , (23).4. 

Aus (23) folgt, dass die h-te Zeile der Matrix M aus den p-adischen Zahlen 


nj = {0i33, {on 5}; rm » {oj}, +°° ’ j=1,2,---,8 


besteht. Wir zeigen jetzt, dass man diese Zahlen folgendermassen durch Elemente 
der urspriinglichen Matrix darstellen kann: 

















— QDhj 
Pri — € 





(24) Pri = 






oder 
(25) (gn — €)Pri + nj = 0, j ='1, 4, --*;% 
In der Tat gilt nach (21), (19) und (20) 
(an, — 1){8,;} + an; = (ah, — 1) Gan; — pldy;]) + op; 
= (pn — lax; — plz, — 1) [645] + on; 
= p(na;; — (ag, — 1)[6; ;)), 


d.h. an der Nullstelle der reduzierten Darstellung der p-adischen Zahl, die sich 
links in der Gleichung (25) befindet—diese Zahl werden wir kurz mit y bezeich- 
nen—steht die Zahl Null, und an die nachste Stelle wird die Zahl 













Pri = NO, j = (ah; Fas 1) (8; ;] 
iibertragen. Wir bemerken, dass nach (20), (21) und (19) 
fon; = Ena; — (an, — 1d; ;] = Enah ; — (pn — 118% 5), 
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dh. 
(26)« ton; = n{d,;} + [62 ,] 


gilt. 
Wir setzen nun als bekannt voraus, dass die ersten Stellen der reduzierten 


Darstellung der Zahl y, bis str « — 1)-ten einschliesslich, verschwinden und 
dass an die k-te Stelle die Zahl pk ; tibergeht, welche der Gleichung 


(26).-1 Eon; = hong } + [845 
geniigt. Daraus folgt nach (20) 
(pn — 1phj* = (ane — Wnfdn5*} + Con, — 1) L645"), 
d.h. 
(27) (ap, — 1)n{dzz°} + Cane — WLORG*) + ehG* = Pan; - 


Den Verkniipfungen im Ringe der ganzen p-adischen Zahlen entsprechend, 
erhalten wir fiir die k-te Stelle der reduzierten Darstellung der Zahl y: 


(28) (a? , — 1) {d% V+ Dak f88; ‘} + ak; + paz 


oder, indem wir {8% ;} durch 4; ; — p[6;;] ersetzen, 5; ,; aus (21) finden und 
(20) und (27) anwenden, 


om — (ak, + D af, (08; )) + (abs — Dalek; 1b 4 (a8, — DIR; 


t=1 


(29) — (ap; = 1) pid; ;] + e ah {on;'} + ah j + Phi 


k 
™ o( nat +1 yi air {dn;'} 2 (ah: “— 1) [8% ;] a wh), 
t= 


d.h. die k-te Stelle der Zahl y verschwindet auch, und an die (k + 1)-te Stelle 
geht die Zahl 


k 

(30) Pag = ahs + Dy ani f8n7'} — (ons — 18% 5] + nen5" 
t=1 

iiber, die, wie leicht zu sehen, der Bedingung (26), geniigt. 


12. ELEMENTARE TRANSFORMATION VI (ScHLUSS) 


Wir haben nun die Elemente a‘ fir i + h zu finden. Dazu definieren wir die 
Zahlen 3%; (k= 0, 1, 2, --- , i # h) folgendermassen: 


(31), 89; = ah; + ag2 {55}; 


(31), 8, = ats + Da (685) + 1885 3* 
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wo die Zahlen 6; ; aus (21) genommen werden, und werden zeigen, dass fiir 
i#h k= 0, 1, 2, a 


k-1 a 
(32), a@=at+ D> aj,ai-' — [647 Je — >> [at>"]b 
t=0 


gilt, wo die Elemente a; der Relation (22) geniigen. 
Das ist fir k = Oklar. Ist es schon fiir k — 1 bewiesen, so kann man, da 


i k-1 —1,0 
pak = a + at; 1b + Xai b; =~ Ges a, 


ist, indem man a‘~' aus (32),-1 bestimmt und die Relationen (23), (0 < t s 
k — 1), (31) und (19) anwendet, miihelos beweisen, dass 


pa; = i + {57 Jb + > {055 


ist 
Daraus folgt, dass das Element $;; der neuen Matrix M fir i ¥ h die Gestalt 
oii = {ors}, {33 ;}, ae ae {a* ;}, yh 
hat. Wir werden zeigen, dass man diese Zahl folgendermassen durch Elemente 


der urspriinglichen Matrix M darstellen kann: 


Phi Phi 
i DS eiges Pij 
(33) ‘i = Gi ij 


Phi — € 





d.h. dass die Zahl 
Y = (on — ©)@ii — ong + Grip + i 


mit w iibereinstimmt. 
In der Tat, an der Nullstelle der reduzierten Darstellung der Zahl y’ steht die 
Zahl Null, da nach (19) fiir m = 6$; , (31)o, (21)o und (20) 


(a 1 ey 1) {3¢;} tas Op 1S j + Oy 5251 + as 

= (an; — 1) (a$; + a {8n;}) — (ane — 1)p[65 ;] — a, 1a; + ay 241 + aj; 
= (pn — latay ; — plat, — 1) aS 6) ;] sas Dah, 1 — 1) [55 ,] + ap jOtn i 
= P(noc 1p j = (ah = La’ 15) | te (ah 1 = 1)[6$ i) 
gilt. An die nichste Stelle geht die Zahl 

Pi i - nas 1a, ; — (a iis 1a’ [62 ;] = (a wey 1)[6' ;] 
iiber, die nach (30) der Gleichung 
(34)o ps = at Ph; ~ (ahi re 1)[8$ ;] 
genigt. 
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Wir nehmen an, dass die ersten Stellen der Zahl y’ verschwinden und dass an 
die k-te Stelle die Zahl 


k-1 k-1 
(341 Pip = > wing — (ax: — 1)[847)] — > aj, [845° " 


iibergeht. Dann wird an der k-ten Stelle die Zahl 
k 
(ay, — 1){8 N+ D abslotz! — 2 aiiai; "4D ab sali pai; +45" 


stehen, die, indem man auf die Zahlen 6{ ;, --- , 54; die Relationen (19) und (31) 
anwendet und (34),-1 braucht, in die Zahl 


> al( (ab — 1) {8555} + a7 ‘4 y ats (ot;" +4 © at. tot; - +4) 


a Po 1 be 1)[6' jj-P +3 ah [845 ' 
iibergeht, die, nach (28), (29), (30), den Wert 
k k 
a 3 atuety* — Cats — let] — 3 ahs lotz"l) = pet, 


hat. Damit ist alles bewiesen. 
Die Gleichung (33) geht bei « = hA in (24) tiber. Wir kénnen daher die 
sechste elementare Transformation der Matrix M so formulieren: 


VI,1.—Ist die Zahl (gn. — €)~! ganz, so ersetzt man jedes der Elemente ¢i;, 
1<isr,1SjS8,durch 











Pht Phi 
pin A Me 
ij = al 47 
Phi — € 


13. ELEMENTARE TRANSFORMATIONEN VII, VIII 

Gibt es in G zu einem Element a? aus dem Hauptsystem (10) ein solches Ele- 

ment 2, dass px = a} ist, so muss nach §8 x = aj, sein, d.h. 
Pay, = a}. 

Daraus folgt, dass alle Zahlen a}, , a?2,--- , a, verschwinden, d.h. dass alle 
Elemente der h-ten Zeile der Matrix M p-fache einiger anderer p-adischer Zahlen 
sind. Wir gehen nun zur Untergruppe Hy mit der Basis 
(35) Qi,s++, ay 1,4, 4x41, +++ 58 a; , br, be, vee yds 


liber; (35) ist auch ein Hauptsystem von G. Definieren wir die Untergruppe A,, 


k=1,2,-.., so, dass A, = A*_, ist (vgl. §3), so besitzt die Untergruppe A, 
eine Sadia 


k k k+1 Dk k 
Gy, +++ Gyr, Ay Diary ++ Gy, bi, de, +++ , be. 
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Das fiihrt zu einer neuen elementaren Transformation der Matrix M: 


VII,. Ist jedes der Elemente der h-ten Zeile ein p-faches einer anderen ganzen 
p-adischen Zahl, so ersetzt man die Elemente gnj,j = 1,2, --- , 8, durch 
—" 
Pri = —- 
pe 
Ubergang von a! zu pa), gibt wieder ein Hauptsystem. Bei dieser Trans- 
formation unterwirft man die reduzierten Darstellungen aller Elemente der 
h-ten Zeile der Matrix.M einer Verschiebung nach rechts um einen Schritt, und 
an den Nullstellen erscheint Null. Das fiihrt zu 


VIII,. Ersetzung aller Elemente der h-ten Zeile der Matrix M durch thre 
p-fachen. 


14. AQUIVALENZSATZ 


Satz 5. Die durch die Matrizen M, M gegebenen Gruppen Gu, Gu sind dann 
und nur dann isomorph, wenn diese Matrizen hinsichtlich der Transformationen 
I-VIII dquivalent sind, d.h. wenn eine von ihnen mit Hilfe dieser Transforma- 
tionen nach endlichvielen Schritten in die andere tibergefitihrt werden kann. 

Eine Halfte dieses Satzes ist trivial, da keine der Transformationen I-VIII 
die Eigenschaft einer Basis, ein Hauptsystem zu sein, beeintrachtigt. Die 
zweite Halfte fordert nachtragliche Betrachtungen. 

Wir wissen nach §8, dass man jede Basis einer Hauptuntergruppe H, in eine 
beliebige andere Basis iiberfiihren kann, indem man die Basistransformationen 
1,2braucht. Nach §11 ist der Ubergang von b; zu b; + a} im Falle as; =1 
nicht zuldssig. Wir haben vor allem zu zeigen, dass sogar bei dieser Un- 
zulassigkeit ein Ubergang von einem Hauptsystem zu einem anderen—beide sind 
Basen derselben Hauptuntergruppe—doch méglich bleibt. 


Hi.FssatTz.—Ist ein Hauptsystem 


0 0 0 
Gy, +++ ,Q,,°++,4,, by, «>> > br, +++ bs 


von solcher Beschaffenheit, dass der Koeffizient a}, (vgl. §7) von Null verschieden 
ist, so kann man die Elemente a}, und b, vertauschen, ohne die unzuldssige Trans- 
formation zu brauchen. 

Ist in der Tat a}, ~ 0, so wird der Koeffizient &?, nach der Ersetzung des 
Elements a) durch a} — b; (Transformation V;,) von 1 verschieden, d.h. man 
kann die Transformation VI,; anwenden. Sie ersetzt b; durch 


bi + (a, — bi) = ah, 


und dann geht das Element af — 6; mit Hilfe der Transformationen A 
in b; iiber. 

Sind nun zwei Basen einer Hauptuntergruppe Ho gegében, beide mit Anord- 
nungen, bei denen sie Hauptsysteme sind, so kann man eine beliebige von diese? 
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Basen in die andere mit Hilfe einer Kette von Basistransformationen 1, 2 aus §8 
iiberfihren. Unser Hilfssatz gibt uns die Méglichkeit, an jenen Schritten, wo 
die unzulassige Transformation angewandt werden sollte, entsprechende 
Elemente zu vertauschen und dann die Transformation V anstatt VI zu 
brauchen. Damit wird man die erste Basis in die zweite, vielleicht in einer 
anderen Anordnung, tiberfiihren und wir haben nur zu zeigen, dass wenn eine 
Basis von Ho bet zwei verschiedenen Anordnungen zum Hauptsystem wird, man 
von einer diesen Anordnungen zu der anderen tibergehen kann, ohne die unzuldssige 
Transformation zu brauchen. 

Verschiedene Umordnungen der Elemente a° (und solche der Elemente b j) in 
dem Hauptsystem 


(36) ay,@z,---,ar,b, be, ---,b 


miteinander fordern die Transformation VI nicht. Man kann daher anneh- 
men, dass die neue Anordnung der Basis (36), bei der sie auch zu einem Haupt- 
system wird, 


0 ius 0 7 . 
(37) bi, be, +++ » OK, O41, vee > GQ, Ay, °-* » Oy, y Desi, leg » bs, k Ss min (r, 8) 


ist. Ist k = 1, so muss nach §7, Hilfssatz 2, der Koeffizient a!, von Null 
verschieden sein, also kann man nach dem Hilfssatz des vorliegenden Para- 
graphen die Elemente a}, b; in (36) vertauschen. Bei einem beliebigen k soll 
mindestens einer der Koeffizienten a$;, a1, --- , @,1, auch nach §7, Hilfssatz 
2, von Null verschieden sein, also kann man das Element }; mit einem der 
Elemente a}, a2, --- , a, vertauschen. Damit erhalten wir ein neues Haupt- 
system, zu dessen Uberfithrung in das System (37) nur k — 1 Transpositionen 
von Elementenpaaren der Gestalt (a{, b;) benétigt werden. Induktion nach k 
fiihrt den Beweis zum Schluss. 


Einen Ubergang zu einer neuen Hauptuntergruppe haben wir im $13 nur in 
Beziehung auf Elemente af eines Hauptsystems betrachtet. Da nach §8 
keines der Elemente b; ein p-faches irgendeines Elements von G sein kann, so 
sind hier die Transformationen vom Typus VII iiberhaupt unméglich. Ersetz- 


ung eines Elements b; durch pb;, d.h. Ubergang zur Untergruppe Ay mit der 
Basis 


Q1,°:: , a,, bi, She , pbi, oan , bs 
ist nur dann méglich, wenn Hy eine Hauptuntergruppe ist, also wenn 
r(H}/Ho) =r 


Ist. Eine dazu notwendige Bedingung ist die, dass mindestens einer der Koeffi- 
uenten a}, , --- ,a?, von Null verschieden ist—da andernfalls die Untergruppe 
1; alle Elemente a;,---,a! enthalten wird. Ist aber, z.B., af; # 0, so kann 
man die Elemente b; und a? nach dem Hilfssatz des vorliegenden Paragraphen 
Vertauschen und dann die Transformation VIII anwenden. 

Der Aquivalenzsatz ist damit bewiesen. 
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15. EINSPALTIGE MATRIZEN 


Ist eine Gruppe G p-primitiv vom Range n und vom reduzierten Range n — ], 
so besitzen die ihr entsprechenden Matrizen nur eine einzige Spalte. In diesem 
Falle kann man den Aquivalenzsatz folgender mussen verscharfen: 


Satz 6.—Sind zwei (n — 1)-zeilige und einspaltige Matrizen 


#1 vi 
M -( M=| : 
Pn—-1 Vn— 


gegeben, so ist M dann und nur dann mit M dquivalent, wenn 


n—-1 

d kispj + lie 
(38) i= 1 ’ 

» k 59; + I*e 

j= 


gilt, wo alle Koeffizienten k;;, li, k* , * ganze rationale Zahlen sind und 





(39) 


. is »n—l | 


* * * 
ky 7% ° Mai l 








ist. 
Beweis.—Es ist leicht zu zeigen, dass eine den Bedingungen (38), (39) 
geniigende Matrix durch jede der Transformationen I-VIII in eine andere 
' Matrix, die auch denselben Bedingungen geniigt, tibergefiihrt wird." Da die 
Matrix M selbst diesen Bedingungen geniigt, so ist eine Hialfte des Satzes 
bewiesen. Wir haben jetzt zu zeigen, dass jede Matrix M mit den Eigenschaften 
(38), (39) mit M aquivalent ist. 


Hitrssatz.—Ist ein Element y; von M ein Einheitsteiler, so kann man y; durch 
V;' mit Hilfe der Transformationen I, V und VI ersetzen. 


Man kann in der Tat das Element ¥; mit Hilfe der Transformation V in yi + € 
iiberfiihren. Da die Zahl (y; + €) — « = ¥; nach der Bedingung des Hilfssatzes 
ein Einheitsteiler ist, so kann man die Transformation VI anwenden. Sie gibt 
in der 7-ten Zeile die Zahl 


oe 


vi 


die mit Hilfe von V und I in y;' iibergeht. 





14 Man muss bei der Transformation VIII Zahler und Nenner aller Elemente yj, J #1, 
mit p multiplizieren. 
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Wir kehren zum Beweise des Satzes 6 zuriick. Verschwinden alle Koeffizien- 
ten ki, +++, ki-1, (1 St <n — 1), ist aber k* * 0, so kann man offenbar 
annehmen, dass k; positiv ist. Da die Zeilen der Matrix 


( Riu +++ kaya ) 
Kn-1,1 ot Ke—1,5— 


voneinander linear-abhangig mit ganzen rationalen Koeffizienten sind, so kann 
man alle Elemente der Matrix 


( ke tity Ks s-1 ) 
Kn—1,1 a, So a 
mit Hilfe der auf M angewandten Transformationen I, III zu Null machen." 


Die Transformation V (eventuell zusammen mit I) gibt die Méglichkeit, den 
Koeffizient k;; der Bedingung 


(40) 0s ki < k; 


zu unterwerfen. 

Geht das Element ¥; der Matrix M nach allen diesen Umformungen in ein 
Element y; tiber, so kann man dann ein solches u, u = 0, finden, dass die ganze 
p-adische Zahl y; = - ein Einheitsteiler wird. Man kann y; durch yj; mit 
Hilfe der Transformation VII und weiter nach dem Hilfssatz ~; durch y;' 
ersetzen. Der Koeffizient von g; in Nennern aller Elemente der Matrix wird 
nun k;;, d.h., nach (40), kleiner als k%; alle Koeffizienten von ¢1, --- , ¢i-1 
bleiben dabei gleich Null. Durch Wiederholung dieses Verfahrens wird der 
Koeffizient k¥ Null. 

Verschwinden schon alle Koeffizienten k7, --- , kx; , so muss der Koeffizient 
* nach (39) eine Potenz der Zahl p sein. Die auf alle Zeilen der Matrix ange- 
wandte Transformation VIII macht J* zur Einheit. Die Transformation V 
(oder V und I) verwandelt dann alle Koeffizienten 1,, --- , J,-1 in Null. Die 
Elemente der Matrix M werden nun Linearformen der Elemente der Matrix M 
und die Determinante dieses Linearformensystem ist eine Potenz von p. Eine 
passende Anwendung der Transformationen I und III gibt die Méglichkeit, alle 
Elemente dieser Determinante, die unter der Hauptdiagonale stehen, in Null zu 
verwandeln. Dann werden alle Elemente auf der Hauptdiagonale Potenzen 
der Zahl p. Eine Kombination der Transformationen VII, I und III trans- 
formiert schliesslich diese Elemente in die Einheit und alle underen Elemente 
der Determinante in Null. Damit geht die Matrix M in die Matrix M tiber 
und das beweist den Satz 6. 

Ist M eine einspaltige Matrix, so wird die Gruppe Gy dann und nur dann einen 
a rtiisinetieessionsiiiids 


Diese Transformationen lassen eine Vertauschung der Zeilen der Matrix M zu. 
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direkten Summanden vom Typus R, besitzen, wenn man eins der Elemente diese 
Matrix mit Hilfe der Transformationen I-VIIL in die Zahl w—die Null des Ringes 
der ganzen p-adischen Zahlen—iberfiihren kann. Daraus folgt nach Satz 6: 
Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Moglichkeit, von der durch 
eine Matrix 
$1 
M= 


Pn—-1 


gegebene Gruppe Gy einen direkten Summanden vom Typus R, abzuspalten, ist 
die Existenz solcher ganzen rationalen Zahlen ky, ke, --+ , kn und l, die nicht 
alle verschwinden, dass 


kigi + +++ + Kn-rpn-1 + le = Ww 


ist. 

Wenn eine Gruppe vom reduzierten Range n — 1 keinen direkten Summanden 
vom Typus R, besitzt, so ist sie tiberhaupt direkt unzerlegbar, da andernfalls 
der Rang von einem der Summanden mit seinem reduzierten Range iiberein- 
stimmen wiirde, und dann wiirde man den Satz 1 aus §4 anwenden kénnen. 
Wir kommen also zum 


Satz 7.—Es gibt direkt unzerlegbare p-primitive Gruppen vom beliebigen Range. 


16. DirEKTE SUMMEN VON GRUPPEN VOM RANGE 1 


Satz 8.—Eine durch eine Matrix M gegebene Gruppe ist dann und nur dann in 
eine direkte Summe von Gruppen vom Range 1 zerlegbar, wenn alle. Elemente von 
M periodisch, d.h. rational sind. 

Ist diese Gruppe in eine direkte Summe von Gruppen vom Range 1 zerlegbar— 
unter diesen werden dann r vom Typus R, und n — r zyklisch sein,—so ent- 
spricht dieser Gruppe eine Matrix, deren simtliche Elemente gleich « sind. 
Eine Halfte des Satzes folgt nun daraus, dass w periodisch ist und dass jede 
Matrix mit periodischen (d.h. rationalen) Elementen bei den Transformationen 
I-VIII in eine Matrix iibergeht, deren siimtliche Elemente auch periodisch sind. 

Wir gehen zur zweiten Halfte iiber. 

Mit G bezeichnen wir die Untergruppe einer p-primitiven Gruppe @ vom 
Range n, die aus allen solchen Elementen von G besteht, welche in einer Unter- 
gruppe vom Typus R, enthalten sind, d.h. durch eine beliebige Potenz der Zahl 
pteilbar sind. G ist ein direkter Summand von G. 

Man kann in der Tat eine mazimale Untergruppe F von G finden mit det 
Kigenschaft, dass der Durchschnitt von F und G gleich 0 ist, d.h. F und G bilden 
eine direkteSumme. Man kann F sogar so finden, dass die Summe G + F schon 
einen der Bedingung (1) aus §2 geniigenden Linearformenmodul enthilt. Is 
G + F von G verschieden, so kann man in G ein solches Element a finden, 4a 
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selbst ausserhalb der Untergruppe G + F liegt, aber pa schon zu dieser Unter- 
gruppe gehdrt. Dann gilt 


pa=§+f, gCG fcr. 
Die Untergruppe @ enthilt ein solches Element §:, dass pg, = g ist. Daraus 
folgt: 
pla — fi) = ff. 
Die Adjunktion des Elements a — g; zu F gibt uns eine Untergruppe, die F 


umfasst und deren Durchschnitt mit G auch 0 ist. Das widerspricht aber der 
Wahl der Untergruppe F; also ist 


(41) G=G+F. 


Wir nehmen jetzt an, dass alle Elemente der Matrix M periodisch sind. 
Elementare Transformationen V, I—Subtraktion der Zah] e—und VIII geben 
uns die Méglichkeit, alle Elemente von M rein periodisch zu machen. Das 
kleinste gemeinsame Vielfache der Periodenlingen ailer Elemente von M 
bezeichnen wir mit 1. Dann gilt nach (11), §7, 


pia; = at + D wyby, ¢=1,2,---,7, 
j= 
mit ganzen rationalen Koeffizienten u;;. Ist 
a = (p' — 1)a*t — rs u,b;, k= 0, 
so gilt : 
pia! = (p! — 1a — DY wyd; = a. 


=> 


Nach unseren Voraussetzungen muss dann 
8 
bi 0 
pa; =a4;+ dX U4; ; 
fa 


und daher p’a@j' = G! sein, usw. Daraus folgt, dass die Elemente @}, i = 
1, 2,--- , r, zur Untergruppe G gehéren. Diese Elemente sind linear-unab- 
hingig, also ist der Rang von G mindestens r. Da aber dieser Rang mit dem 
reduzierten Range von G iibereinstimmt, so ist er genau r, also ist G eine direkte 
Summe der r Untergruppen vom Typus R,. Die Untergruppe F ist dann nach 
(41) von reduzierten Range 0, d.h. diese ist ein (n — r)-gliedriger Linearformen- 
modul. Damit ist der Satz 8 bewiesen. 
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ON THE TOPOLOGY OF A TWO-PARAMETER, NON-METRIC 
AND NON-SEPARABLE SPACE. I 


By Epcar GraHamM HARRELL 
(Received April 8, 1936) 
I. INTRODUCTION 


This is the first of two papers on the topology of a space S which is the 
product of a simply ordered continuous series K = K[z]' by itself. That is, 
S = (K, K) = [(z, y)], x in K[z],-y in Kly]. It is easily shown that the series K 
regarded as a topological space with limit defined in terms of order as usual? 
is a locally perfectly compact, connected, locally connected, normal and one- 
dimensional (in the sense of Menger*) Hausdorff space,* which therefore admits 
the theorem of Borel.’ The product space S is easily shown to be two- 
dimensional in the sense of Menger-Urysohn and admits the other properties: 
It is also separable and perfectly separable of some order &..,’ and will be called 
a two-parameter continuum. Other non-separable spaces have been studied 
by K. Haratomi,* Antoine Appert,? C. W. Vickery” and others. 

The points x of K are symmetrical or non-symmetrical with respect to the 





1 The following postulates for a simply ordered continuous series are given by E. V. 
Huntington, The Continuum, Harvard University Press, (1929) p. 12 and p. 44: 
1. If aand b are distinct elements of K, then either a < b orb < a. 
2. If a < b, then a and b are distinct. 
3. Ifa < bandb <c, thena <c. 

Cl. (Dedekind’s postulate.) If K: and Kz are any two non-vacuous subsets of K, such 
that every element of K, precedes every element of Kz then there is at least one 
element z in K such that: 

1) Any element that precedes z, belongs to K:. 
2) Any element that follows z, belongs to Ke. 
C2. (Postulate of density.) If a and b are elements of the class K, and a < 6, then 
there is at least one element xin K such that a < x < b. 

? Cf. R. E. Root, Trans. Amer. Math. Soc. 15 (1914) 51-71. 

5 Karl Menger, Dimensionstheorie, p. 79-80. 

‘ F. Hausdorff, Mengenlehre, I, p. 228. 

5 Antoine Appert, Propriétés des Espaces Abstraits, III (1934), p. 82-84. 

°C. Kuratowski, Topologie I, Warszawa-Lwow (1933), p. 135-149. E. W. Chittenden, 
The topology of a locally perfectly compact continuum, Unpublished. 

’ If K is separable of order Na, it is perfectly separable of that order. E. W. Chittenden, 
loc. cit. 

® Uber hoherstufige Separabilitat and Kompaktheit, Jap. Jour. of Math., Vol. 8, (193!) 
p. 114. 

® Loc. cit. 

1 C, W. Vickery, Spaces in which there exist uncountable convergent sequences of poinls, 
Téhoku Math. Jour., Vol. 40 Part I, (1934) p. 20. 
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order types of the points z’ < z,and z’’ > x. The topological properties of its 
subcontinua are studied with respect to this factor in sections 1 and 3. An arc 
in S§ may not be separable, hence it will be called a generalized arc.” 

We prove in detail theorems on polygons which are true on the basis of the 
existence of rectangles in S, and the Jordan theorem is then demonstrated for 
this space by simple extension of proofs by Kérékjart6" and Dienes.” 


II. CONSTRUCTION AND ELEMENTARY PROPERTIES OF Spaces S 


1. The order-types of a point of K. A well-ordered sequence Za, 
0 < a < Q(u) of points K is increasing if x. < xg, whenever a < B. It con- 


me verges to x if for every a, 2 < x and for every x’ < z, there is an a such that 

7s, t'<a%q <2. The existence of such sequences converging to z is an immediate 

te consequence of the axioms of Dedekind and Zermelo." The order-types of 

al these sequences have a minimum which we denote by a~(x) and sequences of 

el minimal order-type exist. Similarly, we define the upper order-type of 2, a(x) 

“a in terms of decreasing sequences. In general a~(x), at(x) vary with x. The 

. point x is symmetrical if a~(x) = a(x) and is non-symmetrical if a~(x) ¥ at(z). 

ov 2. Decreasing sequences of intervais. If x is any point of K = K[z] there 
exists a monotone decreasing sequence of intervals of K containing z. This ) 

the sequence of intervals will close down on z if a~(x) = at(x) but if a(x) ¥ at(z) q 
the common part of the sequence of intervals will be an interval having the point 

sy x for one endpoint since the sequence of points converging to x of lower order- 


type will be run through before the one of higher order-type. It follows that a 
non-symmetrical point is not an inner-limiting set. 

Derinition. The point sets (K, b), (a, K) shall be called a horizontal line 
y = b and a vertical line x = a, respectively.“ 
such Derinition. The point set Ria, b; c, d) determined by a < x <c,b <y <d, 
t one : 

will be called a rectangle. 

Derrinition. By the term region in S is meant a point set in S which contains 

a rectangle about each of its points lying wholly in the set. 


ti 
tt 


then 
3. The order-type of points in S. Each z in K, K = K[z] and each y in K, 
K = Kly] determines two well-ordered series of minimal order-types converging 
to a point P(x, y) along the horizontal and vertical lines through P. We have 
denoted by a-(x) and at+(zx) the order-types of the series along a horizontal line 
iden, converging to P, and’we shall denote by 8-(y) and 6t(y) the lower and upper 
den, 





" Vorlesungen tiber Topologie I. p. 79-83. 
1931) " The Taylor Series, Oxford (1981), p. 186-191. 
Note: Detailed proofs of all theorems in this paper which are not general theorems will 
be found in the thesis in the Mathematics library of the State University of Iowa. 
vints, " Beweis, dass yede M enge wohlgeordnet werden kann, Math. Ann., 59, (1904), p. 514, also 
65, (1908), p. 107. 
“ Horizontal and vertical lines are the only kinds of lines that have any meaning in S. 
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order-types of the series along a vertical line through P and converging to it, 
The points P(x, y) of S will be classified by the four order-types a~(zx), B-(z), 
at(r) and Bt(y). If a(x) = B-(y) = at(x) = Bry) then P will be called g 
symmetrical point, otherwise non-symmetrical. 

Let [R.] denote a monotone decreasing sequence (of power 1) of rectangles R, 
such that Ray: C Ra for every a, 0 < a < Q(u) and such that R, contains a 
point P(x, y) for every a. If P is a symmetrical point the sequence [R,] may 
close down on the point P, and if P is non-symmetrical the product set rR, > 0 
will be an interval of either the horizontal or the vertical line through P, or will 
be a rectangle containing P on its boundary. 


4. Rectangular regions in S. The following propositions about rectangular 
regions are established as they would be in the case of the Euclidean plane and 
are therefore stated without proof. 


The vertical line x = a divides S into two connected regions x < a, x > a which 
are mutually separated and have x = aisacommon boundary. The horizontal line 
y = b, determines regions y < b, y > b with corresponding properties. The 
connected region a < x < c will be called a vertical strip. Its boundaries are 
« = a,x =, and they separate the strip from the connected regions x < a,x >. 
The horizontal strip b < y < d has similar properties. 

The rectangular region Ria, b; c, dl,a <x <c,b < y < d, is connected and its 
boundary B is composed of the intervals joining the four vertices, (a, b), (c, b), (c,d), 
(a,d). The complement E of R + 8, E = S — R — B is connected and is separated 
from R by its boundary B. 


5. The generalized arc. C. W. Vickery" has defined a generalized arc joining 
two distinct points of S as a closed, connected, perfectly compact point set M 
containing A and B such that M is disconnected by the omission of any point 
distinct from A and B. As the space S is a locally perfectly compact and con- 
nected continuum every generalized arc is a series in simple continuous" order. 
A broken line in S which does not cross itself is an arc, so that every two points 
of a connected region in S can be joined by an arc lying in the region. 


6. The accessibility’ of points on the boundary of a rectangular region. We 
shall consider each type of point P(x, y) on an are P; P2 joining two distinct points 
P,; and P» of S relative to the four complementary regions determined by 4 
horizontal and a vertical line through the point. The regions will be numbered 
like the quadrants in the Euclidean plane. We have noted that any point 
P(x, y) in S determines four well-ordered series of minimal order-type a~(2); 





15 Loc. cit. 

16 EF. W. Chittenden, loc. cit. 

17 C. W. Vickery, loc. cit., p. 25-26. A point P will be said to be accessible from a region 
I if there is a generalized arc QP from Q to P such that QP — P is a subset of J. 
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B-(y), at(z) and B*(y) respectively converging to the point. If P is a sym- 
metrical point then it is accessible from each of the complementary regions since 
a monotone decreasing sequence of rectangles containing P will close down on 
it and consequently there is an arc joining any point of any of the four regions to 
P and lying except for P entirely in the region. If P is a non-symmetrical point, 
there are a number of cases to consider: P may be accessible from none, one or 
two regions. If either all of the order-types a~(x), at+(x), B-(y) and Bt(y) are 
different or if a(x) = at(x) and B-(y) = Bt(y) where a ¥ 8, then P is accessible 
from none of the regions. Then in order to join any point of a complementary 
region to P by an arc it must have an interval on either the horizontal or the 
vertical line through P. In this connection we may add that if P is a non- 
symmetrical point of S and an arc passes through it, there must necessarily be 
one interval (at least) of the arc which is an interval of one of the lines through 
P. Thus an arc through a non-symmetrical point P of S joining P to any point 
of one of the regions must meet either the horizontal or the vertical line through 
P at right angles. If any two consecutive members of the series a~(x) a~(y), 
at(x) and Bt(y) are equal then P will be accessible from this one region only. 
If a(x) = B-(y) and at(x) = Bt(y) then P will be accessible from regions III 
andI. If, however, B-(y) = at(x) and B+(y) = a~(z) then P is accessible from 
regions IV and II, and if any three of the order-types are the same P is accessible 
from two adjacent regions. 


III..THe Jorpan THEOREM 


By means of section 4 and the following five lemmas we shall demonstrate 
the separation theorem for polygons in S. By a rectangular polygon is meant a 
polygon whose sides lie on horizontal or vertical lines. 


THEOREM. A simple closed rectangular polygon p in S having a finite number of 
sides separates S into two connected regions having p for a boundary. 


Drrinition. A proper vertex of a polygon is the intersection of a horizontal 
and a vertical side. 

Derinition. A proper polygon p is a polygon whose vertices are proper 
vertices. 8 

Derinition. A diagonal of p is a horizontal or a vertical line drawn through a 
vertex of p and meeting p in one other point not on the same side as this vertex. 


7. Lemma 1. A Vertex of a polygon p of more than four sides in S can always be 
found through which to construct a diagonal. 

Proor. The vertices Ai = 1, 2, --- , n — 1) of p determine vertical lines 
«= a,x = csuch that at least two vertices lie on each of the lines, and all other 
Vertices, if any, lie between the lines. Let P; denote any point of a side of p 
on the line = a and P: a point of a side of p on the linex = c. There are then 
SRD 


'’ The properties of polygons in S are developed on the basis of proper polygons. 
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two paths from P; and P: along p which are distinct except for the points P, and 
P;. Since n > 4, there must be a vertex on a linez = 2’,a <2’ <c. Otherwise 
all horizontal sides of p reach from x = a to x = c, and p cannot be closed because 
then two paths from a point of x = a to a point of x = ¢ would cross. In fact, 
there are at least two vertices on x = x’, because a simple polygon must always 
make a right angled turn at a proper vertex. Let Q be the lowest vertex on 
x =x’. Then the vertex immediately above Q will be called Q;. The two path 
requirement implies that there is at least one point of p on x = 2’ above Q,. 
The lowest of these will be denoted by Qe. The vertical segment Q,Q, is the 
required diagonal. 


8. Lemma 2. A diagonal of p separates p into two simple closed rectangular 
polygons 1, p2 each having a smaller number of sides than p. 

Proor. Let 71, pe denote the two polygons formed from the sides of p which 
have the diagonal QQ. of p in common and no other common point and let n, n 
and nz denote the number of sides of p, p: and pe respectively. There are two 
cases to consider: 1) both endpoints of the diagonal are vertices and 2) only one 
endpoint is a vertex. 

Case 1. Q, and Qe are endpoints of a vertical diagonal and Q,, Qe are vertices 
of p. Then the segment Q:Q2 combines with two sides of p, (diagram 1), to form 
either a side of p; or a side of ps2, or to form one side of p; and at the same time 
one side of pe (diagram 2). It is readily seen that the relation nm + m =n 
exists among the number of sides of pi, peand p. ‘pi, po exist and m1, ne are each 
equal to or greater than 4, hence neither nm; nor ne can be greater than n — 4. 

Case 2. Q: is a vertex and Q is a point on a side of p. Then there exists a 
vertical side of p coincident with the diagonal extended and a horizontal side of 
p meets Q:Q2 at Q: at right angles either from the left or from the right. Q,Q: 
combines with a side of p to form a side of p; (on the one hand and a side of p» 
on the other). If Q:Q2 together with a side of p form a side of pe then Q:Q: is a 
side of p; and vice-versa, (diagram 3). Qs separates a side of p into two seg- 
ments one forming a side of p; and the other a side of p2. Thus we have the 
relation n; + m —2=n. It is evident that neither nm; nor nz can be as large 
as n, since n,m =4. Then the largest value that n; or v2 can have is n — 2.” 

Derinition. The point sets E(p:) and E(p2) shall denote the exteriors of p: 
and pe: respectively. 


9. Lemma 3. If p = pi + pe, where pr , ps2 have only a diagonal in common and 
if both p: , p2 separate S into connected sets then either the interior of p, is exterior 
to p2 , contains the interior, or is contained in the interior of pe . 





19 It is clear from the relations among the number of sides of 1, p2 and p that n = 8 is the 
smallest number of sides that p can have if both relations n; + nz and m1 + m2 — 2 = are 
to be satisfied. Because of the two way path of p and the proper vertices, n is always evel. 
A diagonal of p may be either an inner or an outer diagonal according as I(p:)-I(p) = 9% 
I ar C I(p2) or I(pi) D I(p2), where I(p:), I(p2) denote the interiors of pi and pz respec 
tively. 
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Proor. If p: C (pe + I(pe)) it is evident that I(~1) CI (p2). If pi is partly 
within and partly without pe then p: separates p; into pi = A + B + C, where 
A and B are disconnected. C = pi-p2 — Qi — Qe is the common segment or 
diagonal. But pi: — C is connected and we have a contradiction. Finally, if 
pi C po + E(pe) it is evident that I(pi) C E(pe). 


10. Lemma 4. Any point P of a polygon p can be inclosed in a rectangle so small 
that the rectangle meets not more than two sides of p. 

Proor. If P is not a vertex, it lies on a side A;A i+: and is therefore exterior 
to the set p — A;Aisi:. If P is a vertex it lies on at most two sides and a 
similar argument prevails. 


11. Lemma 5. If pis a proper polygon of n sides, and every polygon of m sides, 
m <n, separates S into two connected regions, then p separates S. 

Proor. For if n > 4, there is a diagonal Q:Q, and two polygons p; , 7» of 
m <n, 2 < nsides respectively such that p = pi + pe — C. 

If I(pe) is exterior to I(P;), then the set J = I(pi) + I(pe2) + C is connected 
and has p for its boundary. Furthermore, E = E(p:)-E(ps) is connected, has 
p for its boundary, and is separated from I by p. That J is connected follows 
from the fact that I(p:), [(pe) are connected to a point Q’ of Cin J. The bound- 
ary of J isin p; + pe. But any point Q’ of C is interior to J, for a small rec- 
tangle Rg can be constructed about Q’ which contains only points of C and 
I(p:) + I(p2). Therefore p is the boundary of the connected region I. 

Every point p; — C is a point of the boundary of E, because 7, is exterior to 
E(p2) and a limit point of points of E(p,). For the same reason p2 — C is in Bx 
the boundary of E and therefore p C Bz. But Bg C p for every other point of 8 
isin EorI. If E = H, + He, where H,; and H: are separated, the boundaries 
of H, and H; are separated closed subsets of p; + po. But Bx, + Bs, = Bs = P. 
Consequently Bz,- Bx, > 0. 

By a similar argument it can be shown that p is the boundary of I = I(p:) - 
(I(p2) + pez) in case I(pe) C I(pi), and separates J from the connected set E = 
E(p;) + I(p2) + C. The case I(p2) D I(p;) is now merely a matter of notation. 

The point set J = I(p:) + I(pe) + C is the interior of p if Q:Q2 is an inner 
diagonal and 


I 
I 


I(p:1) — (pe) + pe), 
I (pe) — (I(pr) + pr) 


is the interior of p if Q:Qs is an outer diagonal. 


12. The Jordan curve theorem. The proof of this theorem” for the plane 
given by Kérékjart6”! utilizes the separation theorem for a plane polygon in 4 





» A simple closed curve j separates S$ into two connected regions having j for a boundary. 
"1 Kérékjarté, loc. cit., also of Dienes, loc. cit. 
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way which can be extended very readily to the case of the space S. We there- 
fore omit the details of the argument. It depends upon the selection of four 
arcs ON j; @1, Gs, @s , a4, Which separate each other, and construction of a rec- 
tangular polygon p to which q, is interior and 4a; is exterior, a construction which 
is easily effected by aid of the Heine-Borel theorem and the properties 
of rectangles. 

In general a simple closed curve j is not an inner limiting set. But its interior 
is determined by the.interiors of a family of polygons and its exterior by the 
exteriors of a family of polygons, although in general these families are neither 
monotonic nor countable. 
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FORMEN III 
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In diesem letzten Teile der Abhandlung wird nachgewiesen, dass der in den 
beiden vorhergehenden Teilen aufgestellte Hauptsatz bei sinngemasser Verall- 
gemeinerung auch fiir die Darstellungen quadratischer Formen in beliebigen 
algebraischen Zahlkérpern gilt. Da sich auch im allgemeinsten Falle das 
Resultat in der gleichen einfachen Gestalt ausdriicken lasst, die ausserdem 
fiir die Beweismethode zweckmissig ist, so ist wohl die Vermutung nicht abzu- 
weisen, dass der in den vorliegenden Aufsitzen eingeschlagene transcendente 
Weg der inneren Natur der quadratischen Formen entspricht. 

Es sei K ein algebraischer Zahlkérper vom Grade h iiber dem K6rper R der 
rationalen Zahlen. Seine Conjugierten werden mit Ka, --- , Ka bezeichnet, 
und zwar seien Ka), --- , Kq,) reell, wihrend die Paare Ki», Kciyn) (l = hi +1, 
--+ hy + he; hi + 2he = h) conjugiert complex sind. Eine Matrix It, deren 
siimtliche Elemente Zahlen aus K sind, heisse kurz eine Matrix aus K. Ersetzt 
man die Elemente von 92 durch entsprechende Conjugierte, so erhalt man die h 
conjugierten Matrizen Ma, --- , Ma. Die Matrix M heisst ganz, wenn alle 
ihre Elemente es sind. Zwei ganze symmetrische Matrizen © und & aus K 
nennt man dquivalent in K, wenn die Gleichungen A’SY = T und B’TS = S 
in ganzen Matrizen % und % aus K lésbar sind. Dann gilt erst recht Y’SA =T 
(mod x), B’TB = S (mod x) fiir jeden Idealmodul « aus K; es sind also S undT 
modulo x dquivalent. Da ferner jene Gleichungen in allen. conjugierten K6rpern 
bestehen, so sind insbesondere die Gleichungen 


, , 
Xm SmXq = Tw, YoyTyVan = Sw 


reell lésbar fiir ] = 1, --- , hy und complex lésbar fiir 1 = hy + 1, --- , hi +a; 
es sind also, wie gesagt werden soll, S und & total-reell dquivalent. 

Die beiden symmetrischen Matrizen S und & heissen verwandt in K, wenn sie 
nach jedem Modul « und ausserdem total-reell aquivalent sind. Alle miteinander 
in K aquivalenten symmetrischen Matrizen bilden eine Classe, alle miteinander 
verwandten ein Geschlecht. Es ist klar, dass jedes Geschlecht aus vollen Classen 
besteht, und es lisst sich zeigen, dass die Classenanzahl fiir jedes Geschlecht 
endlich ist. 

Wiahrend fiir den Kérper der rationalen Zahlen in jeder Classe eine Matrix 
mit nicht verschwindender Determinante vorhanden ist, gilt dies nicht mehr fir 
jeden algebraischen Zahlkérper; ein einfaches Beispiel liefert die quadratische 
Form (1-V2 + yV — 3)? in R(/— 6). Auch fir die Entwicklung der Theorie 
212 
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der quadratischen Formen mit nicht-verschwindender Determinante erweist es 
sich aber dann als unerlasslich, Formen mit der Determinante 0 zu untersuchen; 
und die hierzu nétige Verallgemeinerung der im ersten Teil entwickelten 
Methoden fihrt zu ziemlich umfangreichen Hilfsbetrachtungen. In dieser 
Einleitung soll hauptsachlich von dem formal etwas einfacheren Fall der nicht- 
verschwindenden Determinante gesprochen werden. 

Unter einer Darstellung von durch S in K werde eine Lésung von @’S € = I 
durch ein ganzes © aus K verstanden. Eine Darstellung modulo x wird durch 
eine Lésung der entsprechenden Congruenz geliefert. Die Reihenanzahlen 
von Gund& seienmundn. Unter der Darstellungsdichte D,(S,Z) von T durch 
S modulo x werde im Falle n < m der Quotient A,(S, T):Nx«™"-i""+) aus der 
wahren Anzahl der Lésungen der Congruenz und der mittleren Anzahl ver- 
standen; dabei bedeutet Nx die Norm des Ideals x. Fiir n = m werde die 
Darstellungsdichte durch den 2?“-ten Teil jenes Quotienten definiert, wobei 
p(x) als die Anzahl der verschiedenen Primidealteiler von « erklart ist. Genau 
wie im Falle des rationalen Zahlk6érpers gilt nun, dass lim D,(©, T) existiert, 
wenn « gewisse Folgen durchlauft, z.B. die Folge der Hauptideale 1!, 2!, 3!, --- , 
und nicht m = 2 und — | @| eine Quadratzahl in K oder m — n = 2 und 
— | ||| eine Quadratzahlin Kist. Ferner lasst sich wieder dieser Grenzwert 
als Product von Dichtigkeiten schreiben, die den einzelnen Primidealen von K 
zugeordnet sind. Fiir ein beliebiges Primideal p setze man 

d(S, ZT) = lim D,.(S, &), 
wenn a die Folge der natiirlichen Zahlen durchliuft. Multipliciert man nun 
liber alle Primideale nach wachsender Grésse der Normen, so gilt 


(1) lim D,(S, =) = J] d,(G, &). 


Der Hauptsatz liefert den Zusammenhang zwischen dem Grenzwert in (1) und 
der Darstellungsanzahl von € durch SG in K. Am einfachsten ist die Formu- 
lierung fiir den Fall, dass K total-reell, also hz = 0, und © total-positiv ist, d.h. 
simtliche Conjugierten von © die Matrizen positiv-definiter quadratischer 
Formen sind. Damit & darstellbar ist, muss auch T total-positiv sein. Die 
Anzahl A(@, &) der Darstellungen von T durch © in K ist in jenem Falle 
endlich, und speciell gilt dies von der Anzahl Z(G) der Darstellungen von S 
durch sich selbst. Man wiihle aus jeder der g Classen des Geschlechts von S 
einen Reprisentanten, etwa G,, --- , S,, und bilde den Ausdruck 


A(Gi, Z) A(G,, Z) 
RG) °° + FG) 


Man hat nun noch den mittleren Wert dieses Ausdrucks zu definieren. ’Es sei 
bi, --- , by eine Basis von K und & = bE; + --- + b;, wobei die Elemente von 
t,---,%, simtlich ganze rationale Zahlen sind. Man betrachte h sym- 
metrische n-reihige Matrizen 91, --+, De mit reellen Elementen und setze 
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In diesem letzten Teile der Abhandlung wird nachgewiesen, dass der in den 
beiden vorhergehenden Teilen aufgestellte Hauptsatz bei sinngemisser Verall- 
gemeinerung auch fiir die Darstellungen quadratischer Formen in beliebigen 
algebraischen Zahlkérpern gilt. Da sich auch im allgemeinsten Falle das 
Resultat in der gleichen einfachen Gestalt ausdriicken lasst, die ausserdem 
fiir die Beweismethode zweckmiassig ist, so ist wohl die Vermutung nicht abzu- 
weisen, dass der in den vorliegenden Aufsitzen eingeschlagene transcendente 
Weg der inneren Natur der quadratischen Formen entspricht. 

Es sei K ein algebraischer Zahlkérper vom Grade h iiber dem K6rper R der 
rationalen Zahlen. Seine Conjugierten werden mit Ky, --- , Ka) bezeichnet, 
und zwar seien Ky), --- , Kq,) reell, wihrend die Paare Ky, Kci4n,) (l = hi +1, 
-++ hy + he; hy + 2he = h) conjugiert complex sind. Eine Matrix , deren 
simtliche Elemente Zahlen aus K sind, heisse kurz eine Matrix aus K. Ersetzt 
man die Elemente von 9 durch entsprechende Conjugierte, so erhalt man die h 
conjugierten Matrizen Ma), --- , Ma. Die Matrix M heisst ganz, wenn alle 
ihre Elemente es sind. Zwei ganze symmetrische Matrizen © und T aus K 
nennt man dquivalent in K, wenn die Gleichungen YX’SYA = T und BTS = S 
in ganzen Matrizen & und $ aus K lésbar sind. Dann gilt erst recht 2’/SU =T 
(mod x), B’5B = S (mod x) fiir jeden Idealmodul « aus K; es sind also S undT 
modulo x dquivalent. Da ferner jene Gleichungen in allen conjugierten K6rpern 
bestehen, so sind insbesondere die Gleichungen 
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reell lésbar fiir 1 = 1, --- , hy und complex lésbar fiir 1 = hy + 1, «++ , Ai + In; 
es sind also, wie gesagt werden soll, S und & total-reell dquivalent. 

Die beiden symmetrischen Matrizen S und & heissen verwandt in K, wenn sie 
nach jedem Modul « und ausserdem total-reell aquivalent sind. Alle miteinander 
in K aquivalenten symmetrischen Matrizen bilden eine Classe, alle miteinander 
verwandten ein Geschlecht. Es ist klar, dass jedes Geschlecht aus vollen Classen 
besteht, und es lisst sich zeigen, dass die Classenanzahl fiir jedes Geschlecht 
endlich ist. _ 

Wiahrend fiir den Kérper der rationalen Zahlen in jeder Classe eine Matrix 
mit nicht verschwindender Determinante vorhanden ist, gilt dies nicht mehr fir 
jeden algebraischen Zahlkérper; ein einfaches Beispiel liefert die quadratische 
Form (zV/2 + yV— 3)? in R(\/— 6). Auch fir die Entwicklung der Theorie 
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der quadratischen Formen mit nicht-verschwindender Determinante erweist es 
sich aber dann als unerlasslich, Formen mit der Determinante 0 zu untersuchen; 
und die hierzu nétige Verallgemeinerung der im ersten Teil entwickelten 
Methoden fiihrt zu ziemlich umfangreichen Hilfsbetrachtungen. In dieser 
Einleitung soll hauptsachlich von dem formal etwas einfacheren Fall der nicht- 
verschwindenden Determinante gesprochen werden. 

Unter einer Darstellung von T durch S in K werde eine Lésung von @’S € = TF 
durch ein ganzes © aus K verstanden. Eine Darstellung modulo x wird durch 
eine Losung der entsprechenden Congruenz geliefert. Die Reihenanzahlen 
von Gund seienmundn. Unter der Darstellungsdichte D,(S, ZT) von T durch 
S modulo x werde im Falle n < m der Quotient A,(S, T):N«™"-i""+) aus der 
wahren Anzahl der Lésungen der Congruenz und der mittleren Anzahl ver- 
standen; dabei bedeutet Nx die Norm des Ideals x. Fir n = m werde die 
Darstellungsdichte durch den 2?“)-ten Teil jenes Quotienten definiert, wobei 
p(x) als die Anzahl der verschiedenen Primidealteiler von «x erklart ist. Genau 
wie im Falle des rationalen Zahlkérpers gilt nun, dass lim D,(@, ET) existiert, 
wenn « gewisse Folgen durchlauft, z.B. die Folge der Hauptideale 1!, 2!, 3!, --- , 
und nicht m = 2 und — | S| eine Quadratzahl in K oder m — n = 2 und 
— |S||Z | eine Quadratzahlin Kist. Ferner lasst sich wieder dieser Grenzwert 
als Product von Dichtigkeiten schreiben, die den einzelnen Primidealen von K 
zugeordnet sind. Fir ein beliebiges Primideal p setze man 

d(S, =) = lim D,,.(S, &), 
wenn a die Folge der natiirlichen Zahlen durchlauft. Multipliciert man nun 
iiber alle Primideale nach wachsender Grésse der Normen, so gilt 


(1) lim D,(S, ©) = [J 4,(G, 2B). 


Der Hauptsatz liefert den Zusammenhang zwischen dem Grenzwert in (1) und 
der Darstellungsanzahl von T= durch © in K. Am einfachsten ist die Formu- 
lierung fiir den Fall, dass K total-reell, also he = 0, und © total-positiv ist, d.h. 
simtliche Conjugierten von © die Matrizen positiv-definiter quadratischer 
Formen sind. Damit & darstellbar ist, muss auch T total-positiv sein. Die 
Anzahl A(S, E) der Darstellungen von © durch © in K ist in jenem Falle 
endlich, und speciell gilt dies von der Anzahl E(S) der Darstellungen von S 
durch sich selbst. Man wiihle aus jeder der g Classen des Geschlechts von S 
einen Reprasentanten, etwa ©,, --- , S,, und bilde den Ausdruck 


A(Gi, E) A(S,, E) 
pees | et 


Man hat nun noch den mittleren Wert dieses Ausdrucks zu definieren. *Es sei 
bi, --- ,b, eine Basis von K und T = 6,5, + --- + b,Z,, wobei die Elemente von 
t,---,%, simtlich ganze rationale Zahlen sind. Man betrachte h sym- 
metrische n-reihige Matrizen 91, --+, Dx mit reelien Elementen und setze 
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Yc = Dica) Ys +--+ barn Dr (l = 1,.--- ,h), oder kurz y) = bY, +... + 
b,Y,. Analog bilde man mit h beliebigen reellen Matrizen %, --- , X, von m 
Zeilen und n Spalten den Ausdruck ¥ = biX%i: + --- + baX%,:. Hat dann die 
Gleichung %’6¥ = 9, dh. das System der h Gleichungen Xa SmXm = Yo, 
(l= 1,---,h), eine Lésung ¥ mit reellen Componenten %;, --- , ¥,, so heisst 
¥) durch © total-reell darstellbar. Es ist trivial, dass T durch © total-reell dar- 
stellbar ist, falls X durch S in K darstellbar ist; folglich ist auch jedes 9) aus 
jeder hinreichend kleinen Umgebung von T durch © total-reell darstellbar. Es 
sei v das Volumen einer 3hn(n + 1)-dimensionalen Umgebung von &), --- ,, 
im 9), --- Y,-Raum und v’ das Volumen des vermége der Gleichung ¥’S¥ = 9) 
ihr entsprechenden hmn-dimensionalen Gebietes im X, --- X%, -Raum. Liasst 
man das 9); --- %,-Gebiet auf den Punkt T, --- , [, zusammenschrumpfen, so 
existiert dabei lim (v’/v) = A,,(S, E) und kann als der mittlere Wert von A(G, T) 
bezeichnet werden. Der Hauptsatz besteht nun in der Formel 


A(Gi, E) A(G,, X) ,A.(S1, T) A(S,, Z) 


“+ HG) 
=f II 4G, 





_ 


) EG) tT EG) eG) 


(2 


mitf = lfirm>n+1,f = 3fw m=n+4+1,f = 2'“ firm =n=l1, 
f = 2* fir m = n> 1. Dabei wird vorausgesetzt. dass die Determinanten 
von S und & beide von 0 verschieden sind. 

Man lasse nun die Annahme fallen, dass © total-positiv und K total-reell 
seien, doch sei immer noch | @| || #0. Die rechte Seite von (2) behilt 
dabei einen Sinn, wenn nicht m = 2 und — | ©| eine Quadratzahl in K oder 
m —n = 2und —|©@| |Z | eine Quadratzahl in K ist. Die linke Seite von (2) 
lisst sich derart umformen, dass sie ebenfalls fiir beliebige GS und K sinnvoll 
bleibt, abgesehen von jenen beiden Ausnahmefillen. Zu diesem Zwecke 
betrachte man die Einheitengruppe von © in K, also die Gruppe der Darstel- 
lungen von © durch sich selbst. Zwei Systeme %,, --- , X, und Ji, --- , 3, von 
reellen Matrizen heissen associiert, wenn X¥) = byyXi +--+ + dacyXn und 
Bw = bin 31 + -:-- + ban Bn fir 1 = 1, Mig h durch die Gleichung Bw = 
W(yX(y verkniipft sind, wobei % eine Einheit von S in K bedeutet, also eine 
ganzzahlige Lésung von Y’S% = GS; ferner ist b,, --- , b, wieder eine Basis 
von K. Mit reellen symmetrischen m-reihigen Matrizen 9),, --- , J, setze man 
noch Yip = bun Yi +--+ + day Ya (L = 1, --- , hk) und lasse Jy in der Um- 
gebung von ©, variieren; das zugehérige h}m(m + 1)-dimensionale Gebiet in 
Y, --- Y, -Raum sei B. Durch die Gleichung 9) = ¥’SX wird B auf ein 
Gebiet B, im hm?-dimensionalen %, -.- ¥, -Raum abgebildet, und zwar enthilt 
B, mit*jedem Punkt auch alle associierten. Man kann durch geeignete Reduc- 
tionsbedingungen aus jedem System associierter Punkte einen derart auswiihlen, 
dass der dadurch abgesonderte Teil B’ von B, zugleich mit B einen endlichen 
Inhalt besitzt. Es seien v(B) und v(B’) die Volumina von B und B’.  Lisst 








‘a ees Bee 


UBER DIE ANALYTISCHE THEORIE DER QUADRATISCHEN FORMEN Ill 215 


+ man den 9)-Bereich auf den Punkt © einschrumpfen, so existiert 

- . vB’) 

I) . 

st Fir n < msei ©’SC = T eine Darstellung von T durch G in K. Bedeuten 

r- dann Qi, --- , Qx reelle Matrizen mit n Zeilen und m — n Spalten, M1, --- , 

us jt, reelle symmetrische Matrizen mit m — n Reihen, so setze man 

: Qy = dbynQi +--+ + DamQr, Ry = dDyyRi + --- + DawRs 

9) % j ‘ ; ; 

ot und 9) = a #) Man wihle fiir Q;, --- , Qa, Ri, --- , MR, ein Gebiet G 

SO von 3h (m — n)(m + n + 1) Dimensionen, so dass in allen Punkten J) mit S 

y) total-reell aquivalent ist; ausserdem gebe es in G einen Punkt, so dass fiir die 
zugehérige Matrix 9) = & die h Gleichungen | ®,» | = | Si | gelten. Vermége 
der Gleichungen @’SX¥ = OQ, ¥’'SX¥ = R, die sich zu (CX)’S( CX) = Y zusam- 
menfassen lassen, und X(71) = byyXi + --- + dbacyX, entspricht dem Gebiete G 
ein hm(m — n)-dimensionales Gebiet G; im %; --- X,-Raum. Ist dann Y eine € 

z) invariant lassende Einheit von ©, also A’'SA = S und AC = G, so liefert mit 


X auch AX einen Punkt von G;. Es ist méglich, in G; wieder einen Fundamental- ae 
bereich G’ gegeniiber der € invariant lassenden Einheitenuntergruppe von © zu he! oe 4 
1, definieren, der einen endlichen Inhalt v(G’) besitzt, falls der Inhalt v(@) vor- Be, 
handen ist. Lasst man den 9)-Bereich auf den Punkt & zusammenschrumpfen, ! 
so existiert | 








ell i | 
‘lt . v(G’) i 
4 el a : 
" (4) lim (@) w(S, ©). 
2 
os Im Falle n = m setze man noch w(S, ©) = 1. 
a Durchlauft € ein volles System nicht-associierter Lésungen von @’S€ = f, 
a SO sei 
on » w(S, ©) = a(S, F). 
nd 
= Im allgemeinen Fall besagt dann der Hauptsatz 
ine 
sis (5) a(S, T) +--+. + a(S,, T) © d (S, Tt) 
wa w(Si) + --- + w(S,) ; I : 
m- mit f = 1 firm >n+1,f =}firm=n+1,f = 2" firm =n =1, 
int f = 2% firm = n> 1. Fir total-positives S in total-reellem K gehen 
ein die linken Seiten von (2) und (5) durch eine einfache Rechnung ineinander iiber. 
alt Endlich werde noch die Voraussetzung weggelassen, dass | & || I | # 0 
uc- ist. Der Rang von © sei g, der von & sei r S$ g. Man betrachtet dann nur 
en, solche Lésungen € von @’S€ = &, die denselben Rang r haben wie T und zahlt 
yen zwei Lésungen ©, und G, fiir welche SG, = SG ist, nicht als verschieden. In 
isst analoger Weise definiert man die Einheitengruppe von ©. Bei der Erklarung 
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von A,.(S, Z) in (2) fiir den total-reellen total-positiven Fall, von w(S) und 
w(S,€) in (3) und (4) fiir den allgemeinen Fall hat man entsprechend die 
Dimensionen der betreffenden Gebiete einzuschranken ; so z.B. variiert 9) bei der 
Definition von A.(S, T) in einer h}r(r + 1)-dimensionalen Umgebung von t 
derart, dass 9) mit T total-reell aiquivalent bleibt, ferner X in einem Gebiete von 
har Dimensionen, so dass ¥’'SX¥ = ¥) ist, ¥ den Rang r besitzt und alle S¥ ver- 
schieden sind. Bei Verwendung dieser abgeiainderten Definitionen bleiben die 
Aussagen (2) und (5) des Hauptsatzes richtig. 

In den beiden vorangehenden Teilen waren die Zusammenhinge zwischen dem 
Hauptsatz und der Theorie der Modulfunctionen n* Grades dargestellt worden. 
Fiir den Fall eines beliebigen total-reellen algebraischen Zahlkérpers K anstelle 
des K6rpers der rationalen Zahlen bestehen analoge Beziehungen. Man bilde 
die Matrizen * Me deren Elemente %, 8, €, D n-reihige quadratische ganze 
Matrizen aus K sind und den Bedingungen AB’ = BY’, CD’ = DC’, AD’ - 
BC’ = E geniigen. Sind dann Xq), --- , Xm) irgend h complexe symmetrische 
Matrizen mit positivem Imaginarteil, so liefern die h simultanen Substitutionen 


Diy = (Am¥m + BH) (CHXm + Dw)" (=1,-:-,h) 


die Modulgruppe n‘*® Grades in K, und die zugehérigen Modulfunctionen sind 
unter geeigneten Meromorphievoraussetzungen die bei allen Modulsubstitu- 
tionen invarianten Functionen von X¥q), --- ,%q@. Fir den Fall n = 1 kommt 
man zu den von Hilbert, Blumenthal und Hecke untersuchten Modulfunctionen 
von h Variabeln. Die Modulfunctionen n= Grades in K lassen sich wieder aus 
gewissen verallgemeinerten Eisensteinschen Reihen aufbauen, deren Invarianz- 
eigenschaften in ihrem Bildungsgesetz zum Ausdruck kommen. Und nun 
liefert der Hauptsatz einen Zusammenhang zwischen solchen Partialbruchreihen 
und Thetanullwerten: 

Es sei| S| #0 und © total-positiv. Man definiert die analytische Clas- 
seninvariante durch 


1G, x) ai p> " eticsal 


wo ©‘ alle ganzen Matrizen aus K durchlauft und das Zeichen o(G€’SGx) 
die Summe der Spuren der h Matrizen C(5Scm Cin¥<y bedeutet. Fir die 
analytische Geschlechtsinvariante 


_ f(Gi, %) f(S,,%). 1 1 
FG, %) = Be) tT E(G,) °* EG) re + RS 


gilt dann auf grund des Hauptsatzes die Partialbruchzerlegung 
(6) F(G, %) = a H(G, A, B) N(AX + BI" — (m > An? + n+ 1). 





Dabei bedeutet N(MX + B) die Norm [][}_, | AX + Bo |, ferner durchlaufen 
die n-reihigen Matrizen %, 8 aus K ein volles System mit folgenden drei Eigen- 
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schaften: Es ist AB’ = BA’; der Rang der Matrix (YB) ist n; fiir keine zwei 
Paare %1, 8: und %., Be des Systems gilt 1,8; = B.A;. Der Coefficient 
H(G, A, B) in (6) ist nicht von X¥ abhingig und lisst sich durch verallgemeinerte 
Gausssche Summen ausdriicken. Eine analoge Forme! gilt auch, wenn der Rang 
des totalpositiven © kleiner als m ist. 

Fir den Specialfall K = R(+/5), S = E®, n = 1 wurde ein mit (6) gleich- 
wertiges Resultat von F. Gétzky gefunden, und zwar unter Benutzung der 
Theorie der Modulfunctionen ersten Grades in K. Es wire von erheblichem 
Interesse, allgemein einen directen functionentheoretischen Beweis fiir die 
Existenz einer Partialbruchzerlegung von F(S, X) zu fiihren, weil man damit 
zugleich einen bequemeren Zugang zum Hauptsatz finden wiirde; doch scheint 
dieser Weg fiir beliebige K, S, n vorlaufig noch nicht gangbar zu sein. 

Der Beweis des Hauptsatzes wird im Folgenden fiir den Fall eines total- 
positiven © bei total-reellem K vollstandig dargestellt. Fir beliebige © und 
K sind dem Gedankengang des Beweises aihnliche Erginzungen hinzuzufiigen, 
wie sie im zweiten Teil der Abhandlung fiir den indefiniten Fall in R angegeben 
worden sind. Ein wichtiges Hilfsmittel beim Beweis bildet die von Hasse 
abgeleitete notwendige und hinreichende Bedingung fiir rationale Darstell- 
barkeit von durch Gin K. Im iibrigen verlaufen die folgenden Uberlegungen 
auch sonst vielfach auf den im ersten Teil vorgezeichneten Bahnen, doch 
machen insbesondere die bekannten Schwierigkeiten der Elementarteilertheorie 
in algebraischen Zahlkérpern oft langere Umwege notwendig. 


Erstes CAPITEL: QUADRATISCHE FORMEN IN ALGEBRAISCHEN ZAHLKORPERN 
1. Matrizen 


Matrizen werden mit deutschen Buchstaben bezeichnet, und zwar mit 
klenen deutschen Buchstaben nur Spalten. Eine Matrix heisst wmkehrbar, 
wenn ihre Determinante von 0 verschieden ist. Kleine lateinische Buchstaben 
bedeuten Zahlen. Alle weiterhin auftretenden Zahlen und Matrizen gehéren zu 
dem festen algebraischen Zahlkérper K, wenn nicht ausdriicklich etwas anderes 
gesagt wird. Die Ideale von K werden mit kleinen griechischen Buchstaben 
bezeichnet. In iiblicher Weise ist (a1, --- , a) der grosste gemeinsame Ideal- 
teiler der Zahlen a, --- , @n; dieses Symbol darf nicht verwechselt werden mit 
(a) ---a,), der aus den Elementen a, ---,a@, gebildeten Zeile. Ferner 
bedeutet das Zeichen a | 8, dass das Ideal a-' ganz ist. 


Hinrssatz 1: Sind a = (a), ---,@n) und B zwei Ideale, deren Product af 
in c aufgeht, so ist die lineare Gleichung a2 + -++ + Gn%n = c unter der Neben- 
bedingung B | (a1, --+ , 2m) lasbar. 

Brwets: Es sei 6 = (bi, ---, bm), also a6 = (---,axb:,--- ), wo k die 
Werte 1, --. ,m und I die Werte 1, --- , m durchlaufen. Da c im Ideale af 
enthalten ist, so gilt }>,, : axbax1 = c, mit gewissen ganzen 2::. Dann leisten 
aber die Zahlen x, = >°"_, byvx: das Verlangte. 
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Hitrssatz 2: Es sei y ganz und (a, a) = 8. Es gibt eine Zahl b = a (mod a) 
mit (bB-!, y) = 1. 

Beweis: Man setze voraus, dass es ein 6, = a(mod a) mit (6,8, y) = | 
gibt. Es soll gezeigt werden, dass es fiir jedes Primideal « ein b = a (mod a) 
mit (b8-!, yx) = 1 gibt. Ist dies nicht bereits fiir b = 6, richtig, so ist : 


(6.8, vk) ed K, 


und wegen (b., a) = 6 gilt (yaB', x) = 1. Es gibt ein c mit (cay, x) = 1, 
z.B. hat mindestens eine der Zahlen einer Basis von ay diese Eigenschaft. 
Setzt man dann b = b, + ¢, so ist b = b, = a (mod a) und (b6-, yx) = (b8-, y) 
(bB-, x) = (0.8, y)(c8, x) = 1. Indem man das hiermit Bewiesene auf die 
Primidealfactoren von y anwendet, folgt die Behauptung durch vollstindige 
Induction. 


Eine Matrix heisst ganz, wenn ihre simtlichen Elemente ganze Zahlen sind. 
Eine ganze Matrix mit | P| + 0 heisst unimodular, wenn auch Yt" ganz ist. 
Die Determinante | Qt | ist dann eine ganze Zahl, deren Reciproke gleichfalls 
ganz ist, also eine algebraische Einheit. Mit dem Buchstaben U sollen nur 
unimodulare Matrizen bezeichnet werden. 


Hitrssatz 3: Es sei adie Spalte aus den Elementena,, --- , dn und b die Spalte 
aus den Elementen hb, --- , bn. Die Gleichung Ua = 6 hat dann und nur dann 
eine unimodulare Lésung U, wenn (a, --- , Gn) = (bi, --+ , Dn) ist. 

Breweis: Man setze (a1, --- ,@n) = a, (b1, --- , bn) = 8B. Gibt es ein uni- 
modulares U mit Ua = 6, so ist a | 8 und wegen a = U-'b auch B | a, also a = 8. 
Demnach hat man nur noch nachzuweisen, dass die Bedingung a = 8 auch 
hinreichend fiir Lésbarkeit ist. Im Falle n = 1 ist das trivial; es sei also n 2 2. 

Man wende Hilfssatz 2 an, indem man dort a, a, 8, y durch a, (dz, --+ , dn), 
a, agx~' ersetzt, und erkennt die Existenz einer Zahl a, = a, + goede + --- + 9ndn 
mit ganzen go, ---,gn und (a, a2) = a. Offenbar gehen a, de, --- , Gn aus 
a, G2, --- ,@, durch unimodulare Substitution hervor. Da ferner die Glei- 
chungen a, = ac, + aod, fiir k = 3, --- , n in ganzen c;, d; lésbar sind, so kann 
man die Zahlen a,, a2, --- , @» ihrerseits wieder unimodular in ap, dz, 0, --- , 9 
transformieren. Daher geniigt es, die Behauptung fiir den Fall n = 2 m 
beweisen. 

Nach Hilfssatz 2 wihle man ein ganzes g, so dass (a2 + gay, be) = a ist, und 
dann zwei ganze Zahlen fi, fe mit fi(az + gai) + fobo = b; — a,. In den beiden 


Spalten 
C7 De) Ga) 


die aus a und 6 durch unimodulare Transformation hervorgehen, haben die 
ersten Elemente denselben Wert b, — febe. Man darf also zum Beweise weiterhin 
annehmen, dass a; = b; ist. Wegen (a1, be) = (a1, a2) = @ ist dann auch 
(a1, debea") = a. Ist nun boa! = (1, --- , Cm), also 


(a, debe) = (a1, Qxl1, ---, 2Cm), 








ind. 
; ist. 
falls 
nur 





iiBER DIE ANALYTISCHE THEORIE DER QUADRATISCHEN FORMEN 111 219 


so ist die Gleichung 
Qt + 26121 + +++ + OeCmim = be — Oe 
ganzzahlig lésbar. Setzt man noch 2; + --- + Cntm = t, so ist 


a, x + (1 + t) as = be 


a2 a 
( _ 4 th (**) 7 (*") 
£ i4% a2 be 


(1-t#)apo-atad 


und damit alles bewiesen. 


Hat eine Matrix 2% den Rang r, so wird der grésste gemeinsame Idealteiler 
ihrer simtlichen Unterdeterminanten r*" Grades ihre Discriminante genannt und 
mit 6(%) bezeichnet. Eine ganze Matrix heisst primitiv, wenn 6(%) = 1 ist. 
Die unimodularen Matrizen sind also ein specieller Fall der primitiven. 

Hitrssatz 4: Sind 8™ und € unimodular, so haben A" und BAC gleichen 
Rang und gleiche Discriminante. 


Bewets: Man setze 


(7) BSAC = %, 
also 
(8) SFE = A. 


Dann sind nach (7) die k-reihigen Unterdeterminanten von § homogene lineare 
Functionen der k-reihigen Unterdeterminanten von % mit ganzzahligen Co- 
efficienten. Folglich ist der Rang r von § nicht grésser als der von % und der 
grosste gemeinsame Teiler der r-reihigen Unterdeterminanten von § durch 
den gréssten gemeinsamen Teiler der r-reihigen Unterdeterminanten von % 
teilbar. Aus (8) ergibt sich die durch Vertauschung von & und § entstehende 
Aussage. Daher hat auch %{ den Rang r und es ist 6(%) = 6(§). 

Eine quadratische Matrix, bei der die Elemente ausserhalb der Diagonale 


simtlich 0 sind, heisst Diagonalmatriz; fiir sie werde der Buchstabe D reserviert. 
Bei einer Nullmatrix % haben alle Elemente den Wert 0; und n ist eine Nullspalte. 


Hitrssatz 5: Es sei % eine ganze Matrix vom Range r und x ein ganzes Ideal. 


Es gibt zwei unimodulare Matrizen 8, © und eine ganze Diagonalmatrix D, 
80 dass 


SAC = be (mod x) 


nN MN 
ist. Setzt man 6(M) = 6, | D | = d, so gilt (6, x) = (d, x). 


} 
: 
; 
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Bewets: Man lasse UU, Ue alle unimodularen Matrizen durchlaufen und 
betrachte dabei das Element a in der ersten Zeile und Spalte von U%l, = yf, 
Nun wihle man 1; und WU, derart, dass die Norm des Ideals (a, x5) = 4, ein 
Minimum wird. Es soll zunichst gezeigt werden, dass alle Elemente der ersten 
Zeile von %, durch 6; teilbar sind. Ware naimlich das k*e Element b der ersten 
Zeile von %, nicht durch 6, teilbar, also (a, b, x6) = 62 ein echter Teiler von 4,, 
so wihle man nach Hilfssatz 2 eine ganze Zahl c, so dass (a + be, x5) = 6 ist. 
Durch Addition des c-fachen der kt Spalte von %, zur ersten Spalte entsteht 
aber wieder eine Matrix der Form 1, %Ue und in dieser verstésst das Element 
a + be der ersten Zeile und Spalte gegen die Extremalforderung fiir a in ¥,. 
Ebenso weist man nach, dass alle Elemente der ersten Spalte von %; durch 6, 
teilbar sind. Jetzt kann man noch erreichen, dass in %; alle Elemente der 
ersten Zeile und Spalte mit Ausnahme des ersten durch «é teilbar sind. Sind 
nimlich a, dz, --- , @, die Elemente der ersten Zeile, so bestimme man n — | 
ganze Zahlen ge, --- , gn mit 


ag. + ax = 0 (mod xé) (k = 2,---,n); 


dies ist méglich, da a; durch (a, x6) = 6, teilbar ist. Addiert man dann fiir 
k = 2, ---,mn das g;-fache der ersten Spalte von %, zur k**" Spalte, so werden 
a2, --- , a, durch Elemente ersetzt, die alle durch «é teilbar sind. Entsprechend 
verfahre man mit den Elementen der ersten Spalte. Folglich gilt eine Con- 
gruenz der Gestalt 


(9) WA, = (‘ 7 (mod «é). 

Ware in der Matrix % ein Element nicht durch 6, teilbar, etwa das Element 

in der k*" Zeile und Ie" Spalte, so addiere man die l‘e Spalte zur ersten und erhilt 

in der ersten Spalte an k*et Stelle ein nicht durch 6, teilbares Element, wahrend 

das erste Klement = a (mod «é) bleibt, im Widerspruch mit dem oben Bewiesenen. 
Durch r-malige Anwendung von (9) ergibt sich 


D MN 
nN G 


Hat die Diagonalmatrix D die Diagonalelemente d,,---, d,, so gilt fir 
(di, x5) = ax die Beziehung a | a2:|---|a,. Ist ferner g irgend ein Element 
von G, so ist a, | g, und aus Hilfssatz 4 folgt 


d, --- dg = 0 (mod «é) 
5 = (d, --- d,, xd), 
also ist © = M (mod «) und (d, --- d,, x) = (8, x). 


HixFssatz 6: Es sei % eine ganze Matrix vom Range r und der Discriminante i. 
Bedeutet x ein durch 6 teilbares Ideal, so stellt Ux fiir variables ganzes x genau 
N(x"5) modulo « incongruente Spalten dar, wobei unter N die Norm zu verstehen 
ast. 


UsAU, = ( 


) (mod «é). 
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Bewets: Nach Hilfssatz 5 ist 


(10) BAC = (S x) (mod x) 


mit unimodularen %, € und einer Diagonalmatrix D = D, deren Diagonal- 
elemente d,, --- ,d, seien. Mit Ricksicht auf Hilfssatz 4 folgt 


(11) 6 = (ch, «) ++» Gd, W). 


Da ay fiir variables ganzes y genau N{x/(a, x)} modulo « incongruente Zahlen 
darstellt, so liefert Dy nach (11) fiir ganzes y genau N(x«"d-') modulo « incon- 
gruente Spalten. Aus (10) ergibt sich jetzt die Behauptung. 


Hitrssatz 7: Es sei A“ ganz, a eine algebraische Einheit, | XA | = a (mod x). 
Es gibt ein unimodulares U = % (mod x). 
BeweEts: Fir m = 1 ist die Behauptung trivial. Sie sei bereits bewiesen 


firm — 12 1statt m. Bedeuten a, --- , a, die Elemente der ersten Spalte 
von %, so ist wegen (a, x) = 1 auch (aq, ---,am, x) = 1. Wegen Hilfssatz 2 
kann man voraussetzen, dass sogar (a1, ---,@m) = 1 ist. Nach Hilfssatz 3 


existiert ein unimodulares U1; mit 
hig 
wa (! £) 
Die Spalte a und die Matrix &{{"~"? sind ganz, ferner gilt 


| Ms | = | Un] |X| =a] Ua! mod x), 


so dass also | %; | nach dem Modul « einer algebraischen Einheit congruent ist. 
Daher gibt es ein unimodulares UU, = %; (mod x), und 


i sich he 
n=u;"() &) 


Hitrssatz 8: Zu jeder Matrix A") vom Range r > 0 gibt es eine umkehrbare 
Matriz B™, eine unimodulare Matrix UW” und eine ganze Matrix €(™—t+hn—+? 
vom Range 1 mit 


(12) BAU = ( 


leistet das Verlangte. 


Er—D HK 

b/s ) 

Brweis: Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit kann man fir den Beweis 
annehmen, dass r = m ist. Fir r = 1 ist die Behauptung trivial, ebenso fiir 
m=n. Mankannalsol < r= m < nvoraussetzen. 

Es sei jetzt zunichst m = 2, n > 2 und die Behauptung fiir m = 2 und 
n— 1 statt richtig. Ist dann %{?"- die aus A durch Streichung der letzten 
Spalte entstehende Matrix, so gilt also 


1 , 
B,%,U = (, 
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mit | 8, | # 0, unimodularem 1; und einer ganzen Spalte ¢ vom Range 1, 
Setzt man noch 
Ui Tl 
* ) = Ub, 


so gilt mit gewissen a, b die Gleichung 


hugs 
(13) B,ah = (5 ’ iF 


1 0 ; : 
Indem man %; durch ( ") %i mit geeignetem c ~ 0 ersetzt, kann man noch 


erreichen, dass die zweite Zeile auf der rechten Seite von (13) ganz wird. Offen- 
bar braucht man nur noch den Fall a ¥ 0 weiter zu behandeln. Es bedeute y 
den gréssten gemeinsamen Teiler der Elemente von c. Ist nun b = 0, so sei 
a = af”, (a, 8B) = 1. Nach Hilfssatz 2 existiert eine Zahl d des Ideals 6 mit 


d 1 
(dg—, y) = 1, also (d, ad, y) = 1. Setzt man B. = * a so besteht demnach 


in $8, AU, die erste Zeile aus teilerfremden Zahlen. Nach Hilfssatz 3 wird 
dann aber 


1 w 
BG. Bi AU, = ti ") 


1 
mit ganzen 7p, 1, und fiir 8; = we > B = B;G.B,, Wl = Ue Uz ist (12) erfiillt. 


Nunmebhr ist der schwierigere Fall b ¥ 0 zu behandeln. Angenommen, es 
giibe zwei Zahlen c und d, so dass der grésste gemeinsame Teiler von a“, 
b“'dy, c — d gleich 1 wird, so wihle man die Elemente a~'c, — b~'d als erste 
Zeile einer Matrix B, und erhalt in 6,B,%ll, wieder eine Matrix, deren erste 
Zeile aus teilerfremden Elementen besteht. Weil man damit auf einen bereits 
behandelten Fall zuriickkommt, hat man nur noch die Existenz jener ¢, d 
nachzuweisen. Man setze (a, by~') = po mit (p, ¢) = 1, ferner a = psa, 
by* = po '8, (a, c) = u, (8, ¢) = v; offenbar ist (a, 6) = 1, (a8, o) = py. Es 
sei s eine Zahl des Ideals ¢ und so = +r. Nach Hilfssatz 2 wahlt man eine 
Zahl c, des Ideals pavr, so dass c:(pavr)-! = « zu o teilerfremd wird, und setze 
noch cs“! = c. Dann ist (ac) = «xv ganz und 


(14) (1, 8) = (kpavr, or) = pvt = (pur, 8). 
Die beiden Congruenzen 
(15) d; = 0 (mod pur), d, = c (mod s) 


sind wegen (14) miteinander vertriglich. Es sei d) eine specielle Lésung. 
Da das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der beiden Moduln nach (14) dea 
Wert pSorv hat, so bestimmt sich die allgemeine Lésung aus d; = % (mod 
pBorv). Wegen (do, pBorrv) = pBur ergibt Hilfssatz 2 die Existenz eines di, 
so dass di(pBur)— zu xv teilerfremd ist. Dann ist auch d,(o8r)- zu xv teiler- 
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fremd. Setzt man schliesslich djs“! = d, so ist c — d = (c, — d,)s~ nach (15) 
ganz und (a~tc, b-'dy) = (xv, di/pBr) = 1, also erst recht (a~'c, b“'dy, ¢ — d) = 1. 

Es bleibt noch die Behauptung im Falle m > 2 zu bewiesen. Dies geschieht 
durch vollsténdige Induction. Ist %{"-'” die aus & durch Streichung der 
letzten Zeile entstehende Matrix, so gilt 


(m—2) 
BS; % Us _— ¢ f 


wm 

mit unkehrbarem %;, unimodularem Ul, und ganzem G{'"—"*” vom Range 1. 
Indem man (%; n) durch Hinzufiigen einer geeigneten m*" Zeile zu Be, erginzt, 
erhalt man 


(m—2) 
Be WU, 7” ¥ =e 


N Ae 


wo 9{{2"-™* ganz und vom Range 2 ist. Wendet man nun auf % den fir 
m = 2 bereits bewiesenen Satz an, so folgt seine Richtigkeit auch fiir Y%. 


Hitrssatz 9: Zu jeder Matrix A" vom Range r gibt es eine ganze Matrix 
G”) vom Range r mit AG = A. 
Brewets: Nach Hilfssatz 8 ist 


(16) | SAU = ( n 6 


mit | 8 | ¥ 0, unimodularem U und € = €(™-"+1"-+) vom Range 1. Um die 
Gleichung AG = Y% durch ein ganzes G vom Range r zu lésen, setze man 
Go-D a 

MN ) 


mit ganzem 3‘"-"+) vom Range 1. Vermége (16) und (17) geht dann die 
gegebene Gleichung in CB = Ciiber. Da € den Rang 1 hat, so kann man die 


Er» x) 


(17) UU = ( 


Elemente c.; von € in der Form cx; = axb; aus gewissen Zahlen ay, -- + , @m—r41 
und b}, --- , ba-41 multiplicativ zusammensetzen. Ebenso ist 8 = (2.y;) mit 
unbekannten 21, +--+ , nrg1, Yi, -** y Yn-rgi- Setzt man noch 
n—r+1 
(18) >. b; % = C, 
t=1 


so geht die Gleichung Gf = € iiber in 
(19) ayey, = axby (k=1,---,m—r+1;l=1,---,n—r+t+}]), 


und folglich ist ¢ ~ 0. Schreibt man fiir c—z,, cy: wieder zx, y:, so bleibt das 
Product x.y; ungedndert, waihrend (18) und (19) in die Gleichungen 


n—r+l1 


(20) > biz: = ] 

t=1 
und y: = b; (J = 1,--.,n — r+ 1) tibergehen. Bedeutet nun a das Ideal 
(by ---, b,-r41), SO kann man nach Hilfssatz 1 die Gleichung (20) durch Zahlen 
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21, +++ ,2n-r41 aus dem Ideal a befriedigen, und dann sind alle Producte 
axxo, = ay: ganz. Aus (17) findet man dann das gesuchte ©. 


2. Rechtseinheiten und Linkseinheiten 


Nach Hilfssatz 9 gibt es zu jeder Matrix 2°" vom Range r eine ganze Matrix 
@ vom Range r, welche der Gleichung AG = A geniigt. Jede solche Matrix 
G soll Rechtseinheit von % heissen und mit Gy bezeichnet werden. Im Falle 
r = nist Gy gleich der n-reihigen Einheitsmatrix €; im Falle r < n folgt dagegen 
aus dem Beweise von Hilfssatz 9 leicht die Existenz unendlich vieler Rechtsein- 
heiten von &. Durch Anwendung von Hilfssatz 9 auf die transponierte Matrix 
%’ folgt entsprechend die Existenz einer Linkseinheit Gq von Y, welche also ganz 
ist, den Rang r besitzt und die Gleichung Gy % = Y erfiillt. 


Hiurssatz 10: Ist U“"™ vom Range r, so hat E — Ey den Rang n — r. 
BeweEls: Es gibt zwei umkehrbare Matrizen 8; und 82 mit 


EM HP 
(21) B, AB, = fo a 
Wegen ACG, = A gilt dann fiir 
re 1 “a 
1 a 
—— . Pa 


die Gleichung 
(x als 7a a) 
N RP, BJ \M M/’ 
aus welcher $,; = ©, PB. = MN folgt. Da Gy den Rang r besitzt, so ist auch 
$, = M, also 


Cc RK 

22 * = 

( ) Be Ey B, be. :) 

und 

hs N S 
€ — G, = %,( “y, Pe Br". 
Hiurssatz 11: Fir zwei beliebige Rechtseinheiten ©, und & von A gilt 

(23) GG = &. 


Beweis: Hat © dieselbe Bedeutung wie beim Beweise von Hilfssats 10, 
so gelten zufolge (22) die Beziehungen 


‘as Ec YX Ec MN 
1 is =1 hie ‘ 
BE, B, te i Sr’ E,B, = (cs a) 
also ist 


* E R/E MN Ee MR 
1 a ox! 
Be €, ©, B, — 4 tee a = + nf —_ Br &, B.,; 


was (23) liefert. 
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Hirrssatz 12: Es seien eine Rechtseinheit Gq und eine Linkseinheit €% von 
¥ fest gewahlt. Dann gibt es genau eine Lésung X der beiden Gleichungen 


(24) AX = GF, Gy,X = X. 


Bedeutet Gp eine beliebige Rechtseinheit und &3 eine beliebige Linkseinheit von Yi, 
so ist J) = €,XE> die Lésung von AY = GF, GY = Y. 

Bewels: Es mégen %, und &; dieselbe Bedeutung haben wie beim Beweise 
von Hilfssatz 10. Analog zu (22) gilt dann auch 


- € a 
B, Ey . = (5 a 


x 
-~iyqm-1 _ (*1 * 
B2 XB, 33 ¢ (S “A 


so gehen die Bedingungen (24) nach (21) und (22) iiber in 
(5 ri Ps a a4 E i“ bs x) ( ) ot ™ 5 
NM RA \Ks Xs mM R/’ Bs N/\¥s XJ \¥s XJ” 
Demnach wird 


X, = 6, X% = O, Xs = Pski = Ps, Xs = Bake = P,Q, 


Setzt man nun 


und 

€ * 
(25) X = 8,(¢) (E OQ) B, = CyB, B, Cy 
ist eindeutig festgelegt. 


Fir die Matrix 9) = ©,X¥G} gilt ferner vermége (25) und Hilfssatz 11 die 
Formel 


Y = © G,B,B,E7E5 = C,B,B,C5, 
und dies ist nach dem oben Bewiesenen die Lésung von 29) = EF, GY = Y. 
Im Folgenden wird die nach Wahl von Gq und Gy eindeutig bestimmte Matrix 
X mit den Eigenschaften AX = Gy, GqX = X durch das Symbol %- bezeichnet. 
Fir | %| + 0 stimmt dies mit der iiblichen Definition der Reciproken von % 
iberein. Fur | &| = 0 ist 4-1 durch % allein noch nicht eindeutig fixiert. Ist 
dann %{-! irgend eine Reciproke von 4, so erhalt man nach Hilfssatz 12 simtliche 


Reciproken in der Form © %-1G}, wenn G, alle Rechtseinheiten und G} alle 
Linkseinheiten von % durchlaufen. 


Hinrssarz 13: Jede Reciproke einer Matrix XU" des Ranges r hat n Zeilen, 
m Spalten und ebenfalls den Rang r. 
Bewets: Aus der ersten der Definitionsgleichungen 


(26) AA = EJ, GA = Yo" 
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folgt, da Gy die Reihenanzahl m und den Rang r hat, dass U-' mindestens den 
Rang r und genau n Zeilen, m Spalten besitzt. Aus der zweiten Gleichung ergibt 
sich andererseits, dass der Rang von %— nicht grésser als r sein kann. 


Hinrssatz 14: Mit AA-! = Gy, Eq A = A gilt zugleich 
AA = Ey, AGy = A. 


Bewets: Wendet man Hilfssatz 12 auf die transponierte Matrix %' an, so 
erhalt man die eindeutige Lésbarkeit von 3U = Gy, 2Gy = 3. Mit Riicksicht 
auf (26) folgt dann 


3B = By = BAA = GMA = W, 


also die Behauptung. 


Die durch G und Gy eindeutig festgelegte Reciproke Y%-' hat nach Definition 
und Hilfssatz 13 die Linkseinheit G,. Aus Hilfssatz 14 ergibt sich, dass Y- 
auch Gy als Rechtseinheit besitzt und ferner % wiederum die durch die Links- 
einheit G und die Rechtseinheit Gy von A-! bestimmte Reciproke von Y%-* ist. 


HitFssatz 15: Es seien A und B zwet Matrizen mit gleicher Zeilenanzahl. 
Fiir die Lésbarkeit von AX = B ist die Bedingung GB = B notwendig und hin- 
reichend. Ist diese Bedingung erfillt, so wird durch die Nebenbedingung EyxX = % 
genau eine Lésung festgelegt, und zwar ist X = AB, wo A“ die zu Ey und Gy 
gehérige Reciproke von % bedeutet. 

Bewets: Aus AX = Bund GA = A folgt GB = G_AX = AX = B; alsoist 
die Bedingung 638 = B notwendig fiir Lésbarkeit von AX = B. Nun sei diese 
Bedingung erfillt. Aus %X = B ergibt sich nach Hilfssatz 14 weiter A'S = 
A" AX = ECyX. Ist dann noch GyX = X, so kann die Lésung nur X¥ = YY sein. 
In der Tat ist jetzt aber auch AX = AA"B = GB = B. 


Hitrssatz 16: Es gebe eine Rechtseinheit von A, die zugleich Linkseinheit von ¥ 
ist. Dann hat AB denselben Rang wie A und B, und es gilt 


5(AB) = 6(A)s(B). 


Bewets: Nach Voraussetzung ist Gy = Gy, also haben A und B den gleichen 
Rang r. Firc = 0 ist ferner 5(cM) = c’(%); also kann man zum Beweise % 
und % als ganze Matrizen voraussetzen. Es sei 6(%) = a, 6(B) = 6B und fein 
echter Teiler eines Ideals x. Nach Hilfssatz 5 gibt es zwei unimodulare Matti- 
zen U1, Ue und eine ganze Diagonalmatrix D™ mit 


D MN 
Uw = * (mod xa); 
fiir | D | = d gilt ferner a = (a, ka) = (d, xa), also (da, x) = 1. Man setae 
me Bi VB 
27 1¢ = $= 
(27) UG, = B= (5 G). 
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Wegen AGy = A folgt dann 


(i site x) * ty ar ‘died 
nm R/\B, B/~ (Rn n/mOe Xe 
also DV. = D, DVe = MN (mod xa). Da dD ganz ist, so wird demnach 


¥, = © Ve = N (mod x). Ferner hat ¥ den Rang r; nach (27) wird also auch 
%, = N (mod x). Setztmannoch . 


Bi 
-1 a 
u7'8 = (5), 


so folgt aus Gy B = B die Congruenz 
Ec MN ~ oe) ’ 
fe x) e jp nes 


also 8. = B38: (mod x) und 


SVR fh " 
(28) fet “ Uuy’S = (nr) (mod x). ) 4 
Da die linke Seite von (28) den Rang r und die Discriminante 8 hat, welche ein q 
echter Teiler von x ist, so hat auch %, den Rang r und fiir 6(B;) = #; gilt B = | Bates. 
(6,, x). Andererseits ist i 
_([D R (Br _ (DB: . 
(29) UAS = ( = (3) = ( n ) (mod xa) 


und 6(DB1) = dBi, (dBi, xx) = a(da-'B,, x) = a8, also AB mindestens vom Range 
r. Da % den Rang r hat, so hat folglich &S genau den Rang r. Nach (29) 
ist ausserdem 


(6(LB), xx) = (6(DB1), xa) = of, 
und da dies fiir jedes « gilt, also 6(AB) = aB = 5(M)6(B). 
Hitrssatz 17: Fiir jede Rechtseinheit oder Linkseinheit ©, gilt 6(G,) = 1. 
_Bewels: Nach Hilfssatz 11 ist €,G, = G, also erfiillen A = G., BV = G die 
Voraussetzungen von Hilfssatz 16. Dieser ergibt die Gleichung 
5(G,)6(Gi) = 6(G,) 
und somit die Behauptung. 


Hitrssatz 18: Fur jede Reciproke A— von Y ist 6(M)s(A-) = 1. 
Bewzis: Ist AY! = Ey, EyA-" = A-, so hat %- die Rechtséinheit Ey von 
If als Linkseinheit. Demnach liefert Hilfssatz 16 
5(N)a(M) = 5(AA-) = 4(Gy), 
und hierin hat die rechte Seite nach Hilfssatz 17 den Wert 1. 


Gehéren alle Elemente einer Matrix 2 einem Ideale a an, so soll dafiir auch 
kurz gesagt werden, dass aN ganz ist. 
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Hiurssatz 19: Fir ganzes Y ist auch 6( 2) A ganz. 

Brewets: Man wihle ein c # 0, so dass c&-' ganz ist, und setze 6(%) = 5, 
Nach Hilfssatz 5 gibt es zwei unimodulare Matrizen Ui, Us und eine ganze 
Diagonalmatrix D desselben Ranges wie 1, welche die Congruenz 


th, = fn ‘ (mod es?) 


NR 


erfiillen. Fir die Determinante |D | = d gilt dann 6 = (d, c5”), also (dé-, 5) = 1, 
Es sei AA" = Gy, EA" = AH, also nach Hilfssatz 14 auch AY = Gy, 
AGF = A-. Wie beim Beweise von Hilfssatz 16 erhalt man 


E MN E BW 
Uz’ Ey, = - ti U, Guz! = > .) (mod cé). 


Fiir 
WM Ws 

—1gy—117--1 — 
(30) ux" u,* = % whe 


folgen dann die drei Congruenzen 
YM, AW 
( : ‘) (mod 8) 


(% %) (s *) 
a, win n) =o of, 
/E R\/% %\ (Me We 
7 by %§ “(x =) ese: 


(s 2) bs. x) sy (i ie) (mod 8), 


I 


woraus sich 


(31) Y% = WW, As = BA, A, = A;YW (mod 4) 

und 

(32) D%, = €E (mod 4) 

ergibt. Bedeuten di, --- ,d, die Diagonalelemente von 9, so ist d; - -- d, = 4, 


und fiir 6. = (dx, 6) gilt 6, --- 6, = 6, (d,6;', cd) = 1. Daher kann man eine 
Diagonalmatrix D, mit ganzem 6D, derart finden, dass 


(33) DD = E (mod cd) 
wird. Zufolge (32) und (33) ist dann 
D:D = W S Di (mod 1), 


also 6%, ganz und nach (31) auch 6%, 5%3, 6% ganz. Die Behauptung folgt 
jetzt aus (30). 
Hiurssatz 20: Fiir ganzes ist A! dann und nur dann ganz, wenn % primitit, 
d.h. 5(M) = 1 ist, und dann ist auch A- primitiv. 
Bewets: Nach Hilfssatz 19 ist %-' ganz, falls % ganz und 6(%) = 1 
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Man hat noch zu zeigen, dass die Bedingung 6(%) = 1 auch umgekehrt not- 
wendigist. Ist nun aber %{~' ganz, so auch das Ideal 5(%{-"), und aus Hilfssatz 18 
folgt 8() = 1,6(2%-") = 1. Es sind also %& und Y“" beide primitiv. 


3. Strahlen 


Zwei Matrizen % und B mégen linksseitig dquivalent heissen, wenn die Glei- 
chungen 8 = XA und 2% = YB in ganzen X, Y) lésbar sind. Diese Beziehung 
zwischen zwei Matrizen ist offenbar transitiv. Die Menge aller Matrizen 
zerfallt in Systeme paarweise Aquivalenter Matrizen; jedes solche System soll 
Strahl genannt werden. 


Hitrssatz 21: Zwei Matrizen A und B sind dann und nur dann linksseitig 
Gquivalent, wenn sie eine gemeinsame Rechtseinheit besitzen und die Matrix 
AB = Q primitiv ist, und zwar ist dann A = OS, B = QO YU. 

Bewets: Es seien % und % linksseitig aquivalent, also 6 = XA, A = YB 
mit ganzen X, 9). Hieraus folgt zunachst, dass Y% und % gleichen Rang r 
besitzen. Fir $B = GZXGq, Q = Ey YCS gilt ebenfalls B = PA, A = QB, und 
%, Q haben beide auch den Rang r. Da Gy vermége .Hilfssatz 11 zugleich 
Rechtseinheit von § und Linkseinheit von Y% ist, so liefert Hilfssatz 16 die 
Gleichung 5(B) = 6(P%) = 6(B)s(M). Ferner ist Gj Rechtseinheit von Q und 
Linkseinheit von %, also 6(%) = 6(€2Q%) = 6(2)6(B). Ausserdem sind $ und 
Q beide ganz. Folglich ist 6(Q) = 1 und Q primitiv. Andererseits liefert 
Hilfssatz 15 die Gleichungen 6 = OA, ACy = A,O = AB. 

Haben umgekehrt % und $ dieselbe Rechtseinheit Ey, so gibt es zufolge 
Hilfssatz 15 eine Lésung von 9B = Y%.° Setzt man YER = Q, so ist YB = 
JBBV- = HEX = Q und nach Hilfssatz 14 auch QB = AB"B = ACy = A. 
Wegen GQ = GAS = AB" = O ist Gy eine Linkseinheit von Q. Be- 
deutet Q- die zur. Rechtseinheit Gj und der Linkseinheit Gx von Q gehérige 
Reciproke, so erhalt man aus Hilfssatz 14 schliesslich QA = Q7OS = 
G8 = B. Demnach sind fir primitives Q die Matrizen %f und % nach Hilfs- 
satz 20 linksseitig aquivalent. 


Aus Hilfssatz 21 ergibt sich, dass alle Matrizen eines Strahles gleichen Rang, 
gleiche Rechtseinheit und gleiche Discriminante haben; man kann also von 
dem Rang, der Rechtseinheit und der Discriminante eines Strahles sprechen. Ist 
ferner eine Matrix eines Strahles ganz, so’ sind es alle Matrizen dieses Strahles; 
en solcher Strahl soll ganz genannt werden. 

Hinrssatz 22: In jedem Strahl vom Range r gibt es eine Matric A" mit 
m=r-+ 1, 

Brwets: Es sei §° eine Matrix des Strahles. Wegen Hilfssatz 8 gibt es 


eine unimodulare Matrix U, eine Matrix 8 mit | B| ~ 0 und eine Matrix © 
vom Range 1 mit 


Er-D 
uss = ( n “! 
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Man setze © = (cad)(k = 1,---,g -—-r+1;l=1,---,n —r+1) und 
wiihle zwei Zahlen a, b mit (a, b) = (c1, --- ,Cg-ry1). Mit ganzen $, O gilt dann 


(ab)’ = B(cr +++ Cerys)’, (C1 ++ + Cq-r4a)’ = QD (ab)’. 
Setzt man noch (ab)’(d; -- + dnr41) = Gi, so wird 


(x 3)" -(n o) =" 


mit Y= Ac” und 
Ec MN 
= = 
u ( me U = §. 


Daher sind § und Y linksseitig aquivalent, und  leistet das Verlangte. 


Hitrssatz 23: Es seien A und B zwei ganze Matrizen mit gleicher Rechtseinheit 
und 6(2%) = a, 6(B) = B thre Discriminanten. Ist dann aB|x und Y=% 
(mod x), so sind A und B linksseitig dquivalent. 

BeweEts: Nach Hilfssatz 19 gilt YA = AWA-! (mod xa"), also ist BY! = 
ganz. Nach Hilfssatz 14 ist ferner PA = SAA = BE_ = B. Ehbenso wird 
A= OVmit ganzem OQ. Folglich sind A und 8 linksseitig aquivalent. 


Hiutrssatz 24: Die Anzahl der ganzen Strahlen mit fester Rechtseinheit und 
fester Discriminante ist endlich. 

Bewets: Da die Rechtseinheit gegeben ist, so ist die Spaltenanzahl n und 
der Rang r der Matrizen simtlicher Strahlen fest. Nach Hilfssatz 22 gibt es 
dann in jedem Strahl eine Matrix & mit nur r + 1 Zeilen. Es bedeute 4 die 
gegebene Discriminante. Sind dann zwei der Matrizen 2% modulo 6 congruent, 
so gehéren sie nach Hilfssatz 23 demselben Strahl an. Andererseits gibt es 
iiberhaupt nur endlich viele modulo 6 incongruente ganze Matrizen von r + | 
Zeilen und n Spalten. Folglich ist erst recht die Anzahl der verschiedenen 
Strahlen endlich. 


Aus den Hilfssatzen 15 und 21 folgt 


Hitrssatz 25: Man erhdlt sémtliche mit & linksseitig dquivalente Matrizen, 
und zwar jede genau einmal, indem man in ¥X fiir ¥ alle primitiven Matrizen 
mit ¥Cq = ¥ eintragt. 

Zwei ganze Matrizen % und B mit derselben Rechtseinheit mégen linksseitig 
dquivalent modulo «x heissen, wenn die Congruenzen $ = XA und A = YB (mod «) 
in ganzen %, 9) lésbar sind. Alle miteinander modulo « dquivalenten Matrizen 
bilden einen Strahl modulo x. 


Hitrssatz 26: Es sei YX eine ganze Matrix, 5(X) = 6, (6, x) = a und a’|« 
Es gibt eine mit  linksseitig modulo x dquivalente Matrix B, fiir welche 6(B) = 4 
gilt. 

BeweEIs: Man wihle im Ideal « eine Zahl b mit (bx—!, 5) = 1 und setze 


(34) % = aa 
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Dann ist BEy = B, so dass B und A dieselbe Rechtseinheit besitzen. Wegen 
& 
(EN) B = ¥, ce 


sind % und B linksseitig aiquivalent modulo x. Aus (34) folgt nun, wenn A 
den Rang r besitzt, mit Hilfe von 6(b€y) = b* die Beziehung 


a = (6, b) |B) | (6, b”) = (6, «) =a, 


) & = 8 (mod «) 


also 6(B) = a. 
Eine ganze Matrix mége primitiv modulo « heissen, wenn ihre Discriminante 
zu x teilerfremd ist. 


Hitrssatz 27: Es set A eine ganze Matrix, 5(A) = 54, (6, x) = a und a? ein 
echter Teiler von x. Ferner sei 8 eine der nach Hilfssatz 26 existierenden Matrizen, 
die mit X modulo « linkssettig dquivalent sind und die Discriminante a besiizen. 
Man erhdlt alle mit X modulo « linksseitig dquivalenten Matrizen, und zwar jede 
genau einmal, indem man in XB fiir ¥ alle modulo « primitiven Matrizen mit 
XG% = X eintragt. 

Brewels: Es sei € mit Y, also auch mit S, modulo « linksseitig aquivalent. 
Ist dann € = 9B, 6 = 3C (mod x) mit ganzen Y), 8, so kann man voraussetzen, 
dass NEB = 9 und 2GE = ZB gilt. Ware nun der Rang von 3 kleiner als der 
Rang r von $ und 6G, so wiirde aus x | a ein Widerspruch folgen. Also hat 3 
denRangr. Nach Hilfssatz 16 gilt dann a = (a, x) = (6(3 6), x) = (6(3)6(©),x), 
und folglich ist 6(€) nicht durch « teilbar. Daher hat auch 9 den Rang r, 
und es ist 


(6(€), x) = (6( YB), x) = (6(Y)6(B), «) = a(6(Y), xa). 


Dies liefert (6(€), x) = a und 1 = (6(Y), xa") = (6(Y), «). Daher ist » 
modulo « primitiv. Setzt man €B-! = &%, so ergibt Hilfssatz 19 die Congruenz 
% = ¥ (mod xa), so dass auch ¥ modulo x primitiv ist. Ferner ist X63 = X 
und € = XM. 

Ist jetzt umgekehrt ¥ modulo « primitiv, XC% = X, € = XG, so setze man 
4(X) = X. Wegen Hilfssatz 19 und A“! = (xA-, 1) kann man ¥' = 3 + MR 
setzen, mit ganzem 3 und R = X(mod «r~'). Es wird S$ = XC = ZE + RG, 
also ist RC ganz und folglich sogar = Jt (mod x). Dies liefert 8 = 3 (mod x) 
und damit die linksseitige Aquivalenz von 8 und € modulo x. 


4. Symmetrische Matrizen 


Es seien S™ und I™ gwei symmetrische Matrizen. Existiert eine ganze 
Lésung X¥ = € von ¥'S¥ = fF, so heisst X darstellbar durch S, und C’SE = T 
ist eine Darstellung von X durch SG. Die Matrizen S und TF heissen dquivalent, 
wenn T durch S und S durch F darstellbar ist. Die Aquivalenz wird mit dem 
Symbol © ~ T bezeichnet und ist nicht mit der im vorhergehenden Paragraphen 
definierten linksseitigen Aquivalenz zu verwechseln. Der Aquivalenzbegriff ist 


transitiv, Alle miteinander aquivalenten symmetrischen Matrizen bilden 
eine Classe. 
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Hitrssatz 28: Alle symmetrischen Matrizen einer Classe haben gleichen Rang 
und gleiche Discriminante. 

Beweis: Es sei © ~ &, also T = X¥'SX, S = Y’TY mit ganzen X, 9, 
Bedeuten Gg und Gz Rechtseinheiten von © und &, so setze man EeXEq = §, 
Es:YE_ = Q. Dann sind auch F, O ganz und PSP = IT, OTOH =f 
EoP = PEz = F, GQ = QES= Q. Folglich haben $, OQ, S, T den gleichen 
Rang. Nach Hilfssatz 16 wird 


5(B’)5(S)5(P) = 4(P'SP) = 4(T), 6(Q")5(Z)4(Q) = H(Q'TQ) = 4(8), 
also 6(S) | 6(X) | 6(S), 6(S) = 6(@). 


Hitrssatz 29: Zu jeder symmetrischen Matrix S vom Range q gibt es eine 
umkehrbare Matrix UX und eine symmetrische Matrix = mit q Rethen, so dass 


85 ea u(t a 
ist. Bedeutet B die aus den ersten q Zeilen von A gebildete Matrix, so ist 
(36) S = BIT 

und 

(37) - §6(S) = |Z | 6(B). 


BeweEts: Es sei S = 6™. Es gibt eine Matrix €‘" ™-? vom Range m — 4, 
so dass 6€ = Ytist. Man erginze € durch linksseitiges Hinzufiigen von 4 
geeigneten Spalten zu einer umkehrbaren Matrix %, = (§@). Dann wird 

§’ SF - 

Nn N/’ 
und (35) ist mit AY = Ay* und T = FSF erfiillt. Fiir die aus den q ersten 
Zeilen von % gebildete Matrix % folgt daraus (36). Bedeuten ferner hi, --- , 
simtliche g-reihigen Unterdeterminanten von 9%, so liefern die Ausdriicke 
|X| bobs (kK = 1,---,t;1 = 1, --- ,@) alle g-reihigen Unterdeterminanten von 
S. Folglich ist 


H() = |X] (+, bbs, ---) =| TI Gr, «+: ,b)* = |T] HB). 


Hirssatz 30: Es sei Ee eine Rechtseinheit von S. Die Matrix U des Hils- 
satzes 29 kann derart gewdhlt werden, dass 


ASA, = ( 


E® HR 
38 —1 = 
38) AC oa ce x) 


ast. 
Beweis: Fir die Matrix % des Hilfssatzes 29 gilt jedenfalls die Gleichung 


(35). Mit diesem % sei 
WM, We 
—1 = 
WG = (5° 5’). 
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Dann ist wegen SEg = S auch 


(x a)(x x) - (a x) 


also % = ©, % = MN. Da ferner Ee den Rang gq hat, so wird auch %, = MN. 


Fir 
Ec 
ade: bg: s) 
ist dann 


@ (F ) ee ( € s) o nd (. 2) ai be f 
M% Ws —H%, E/\% N/\W EJ \N RI 
Ersetzt man noch RY durch Y, so sind (35) und (38) erfiillt. 


Hitrssatz 31: Es mégen auch By und Tp die in Hilfssatz 29 fiir B und TI gefor- 
derten Eigenschaften haben. Dann ist 5(%o) :6(%) ein Hauptideal und | Xp | :| TX | 
eine Quadratzahl. 

BeweEts: Es sei Bp die aus den ersten g Zeilen von %, gebildete Matrix und 


(ZB. os (TH 
S=a(5 ) a= a ( ) 2. 


N NM MN 
Setzt man 
‘A, Us 
. “¢2 
) Mo W HW.) 
so wird 


T= AMM, N=] AWW, N= ATM, 
also | | # 0, % = MN. Aus (39) folgt dann B = %,%. Daher gilt 
(Bo) = | | 6B), =| T| = | WP | Dol, 


was zu beweisen war. 


Aus den Hilfssiitzen 29 und 31 folgt, dass die Idealclasse von 6(%) durch S 

eindeutig bestimmt ist; sie heisse die zw © gehdrige Idealclasse. Eindeutig 
lestgelegt ist ausserdem die Gesamtheit der Zahlen, die sich von |Z | = s nur 
um einen quadratischen Factor unterscheiden; diese werde der Kern von & 
genannt und mit {s} bezeichnet. 


Hitrssarz 32: Aquivalente symmetrische Matrizen haben gleiche zugehérige 
Idealclasse und gleichen Kern. 

Brewers: Es sei S ~ G;, alsoS; = ¥’SP. Nach Hilfssatz 29 ist S = BIB, 
also 6, = CTC mit € = BL. Da S und &; nach Hilfssatz 28 gleichen Rang 4 
haben, so hat auch die qg-zeilige Matrix € den Rang q und kann somit durch 
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Hinzufiigen von Zeilen zu einer umkehrbaren Matrix % vervollstandigt werden, 
Dann ist aber 


», {= MN 
©, = A, (, 7) 


Folglich haben © und G; den gleichen Kern {||}. Nach Hilfssatz 28 und 
Formel (37) von Hilfssatz 29 ist 


|X | #(B) = 6S) = 4G) = | T] H(O), 


also 6(8) = 6(G), so dass auch die zu S und ©; gehGrigen Idealclassen dieselben 
sind. 


Hirssatz 33: Es sei S eine ganze symmetrische Matrix vom Range q und a ein 
ganzes Ideal aus der zugehérigen Idealclasse. . Es gibt eine ganze Matrix 8 mit 
5(B) = a und eine symmetrische Matrix ©, so dass S = B’TB und o?T ganz ist. 

Bewets: Es sei@ = 6™. Firg = m ist die Behauptung trivial; es sei also 
q<m. Nach Hilfssatz 29 ist © = B,$B,, wobei 5(B:) in der Idealclasse 
von a liegt. Nach Hilfssatz 8 ist ferner 


G(@-D MN 
(40) SSill = ( KN > 


mit | § | 4 0 und unimodularem U. Sind nun q, --~- , Cm—g+1 die Elemente der 
Spalte c, so ist zufolge (40) das Ideal (c1, --- , Cm—g41) = 6(FB1) = | F | 5(B)), 
also gleich ca, wo c eine von 0 verschiedene Zahl bedeutet. . Indem man noch 
die Elemente der letzten Zeile von § simtlich mit c~ multipliciert, kann man 
erreichen, dass das soeben Gesagte mit c = 1 richtig ist. Setzt man dann 
(§7)'U.F" = F, FB: = B, soist S = BIB, B ganz und 6(B) = a. 

Bedeuten 1, --- , YU; simtliche g-reihigen Untermatrizen von $ und a, --- ,& 
ihre Determinanten, so ist (a1,---,a) = a. Wegen © = S’TH ist nun 
WTA (k = 1,---,t;1 = 1, ---,é) ganz, also erst recht a,a,E ganz. Wegen 
(«++ , @x1, -+- ) = (a, --- , a)? = a? ergibt sich, dass auch a’T ganz ist. 


Hiirssatz 34: Es sei S = om 8 


y 5) symmetrisch und |S: | ~ 0. Setzt man 
2 


& —1 
od <7 = Q und S — P’SzT'P = Ss, so ist 


Sn 
41 GS= : .. 
~ - a(S ¢,) © 


Bewets: Es wird 
Sr “a -( Gi N\ /Gi ¥ 
o'(5 &) © = \wer site ~s 


Castes 0-* 
AB G+ HSB) PW GS 
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S , 

Hurssatz 35: Es sei © = - “et symmetrisch vom Range q, G1 = S", 
z,|=s#0. Dannist {s} der Kern von ©. 

Bewets: Nach Hilfssatz 34 gilt (41). Da ©S, und © beide den Rang g 
besitzen, so ist S; = VM. Die Behauptung folgt jetzt aus der Definition des 
Kernes. 

Die Theorie der symmetrischen Matrizen ist gegeniiber dem Specialfall des 
Krpers der rationalen Zahlen besonders dadurch erschwert, dass nicht in jeder 
Classe eine Matrix mit nicht-verschwindender Determinante zu liegen braucht. 
Allgemein gelten nur die folgenden beiden Hilfssitze. 


Hitrssatz 36: In jeder Classe vom Range q gibt es eine symmetrische Matrix mit 
q + 1 Rethen. 

Bewzts: Es sei 6 = GS‘ eine Matrix der gegebenen Classe. Nach Hilfssatz 
9 ist 6 = BTS mit B = Be”; dabei muss $ den Rangghaben. Nach Hilfs- 
satz 22 gibt es eine zu 9’ linksseitig aquivalente Matrix Bi mit gq + 1 Zeilen; 
also ist B, = BY 2*», B, = BS, BV = BQ mit ganzen $, OQ. Setzt man dann 
VSR = S, so ist Q’S:Q = GS, also S; ~ S, und S; = Ser), 


Hirrssatz 37: In einer Classe gibt es dann und nur dann eine symmetrische 
Matrix mit nicht-verschwindender Determinante, wenn die zugehdrige Idealclasse 
die Hauptclasse ist. 

BrweIs: Dass die Voraussetzung von Hilfssatz 37 fiir seine Richtigkeit not- 
wendig ist, folgt in trivialer Weise aus der Erklirung der zugeordneten Ideal- 
classe. Man hat also nur noch zu zeigen, dass jene Voraussetzung auch hin- 
reichend ist. Es sei 6‘ eine Matrix der gegebenen Classe vom Range q. 
Nach Hilfssatz 33 ist dann wieder S = B/TS mit S$ = B“™ ; und zwar kann man 
fordern, dass 8 ganz, 6(8) = 1 und & ganz ist. Da © eine Linkseinheit von 
¥ist, so gilt BB = E@, also T = (B-)’/SB. Nach Hilfssatz 20 ist auch 
¥" ganz. Daher ist © ~ TF und |Z ¥ 0. 


Es ist von Wichtigkeit, dass die Reciproke einer symmetrischen Matrix auch 
wieder als symmetrische Matrix gewahlt werden kann. Dies ergibt sich aus 


Hitrssatz 38: Es sei Gs eine Rechtseinheit von S, also zs eine Linkseinheit. 
Die eindeutig bestimmte Lésung X von SX = Es, Eek = ¥X ist symmetrisch, und 
es gilt zugleich XS = Co, XEZ = X. 

Brwets: Dass die beiden gegebenen Gleichungen die Unbekannte ¥ eindeutig 
festlegen, folgt aus Hilfssatz 15. Nach Hilfssatz 14 ist dann auch XS = Ge, 
ie = X. Daher gilt S¥’ = ES, EeX’ = X’. Weil aber X eindeutig bestimmt 
ist, so muss X’ = ¥ sein, also ¥ symmetrisch. 

Wihrend bei der Definition der Reciproken %{-! einer beliebigen Matrix % 
Yon irgend einer Rechtseinheit &y und irgend einer Linkseinheit Gy ausgegangen 
werden kann, soll bei der Erklarung von S— fiir &% stets die Transponierte 
Xe von € genommen werden. Dann ist auf grund von Hilfssatz 38 auch S* 
‘ymmetrisch. Nach Hilfssatz 12 bekommt man alle symmetrischen Reci- 
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proken von © in der Form GSE; , wo © alle Rechtseinheiten von ¢ 


durchlauft. Ferner ist (G6)! = 6, S616 = 6, S'6S7 = ©, 


Hitrssatz 39: Die Classe von G-! hdngt nur von der Classe von S ab. Die 
Kerne von S und S~ sind gleich, die zugehérigen Idealclassen zueinander reciprok. 

Bewets: Es sei T ~ G, also T = PSP, S = O’TO mit ganzen Ff, O. 
Dabei kann man annehmen, dass EoPEzr = KF und EOQEs = OQ gilt. Dann 
wird aber BI“"'P’ = S72, OS '1O’ =I. AlsoistT*~S". Nach Hilfssatz 
29 ist S-! = B/S, B mit | S, | = s ¥ 0, wobei S-' den Rang von S; hat. Wegen 
Ss = ©" kann man BES = $8 voraussetzen. Nun ist S = GG"6 = 
(BS)’S(BS). Dies beweist, dass G und S~ beide den Kern {s} besitzen. 
Die G-! zugeordnete Idealclasse ist die von 6(8) = 8, und die S zugeordnete 
Idealclasse ist die von (6S) = a. Nach Hilfssatz 18 ist aber 


1 = 6(S)d(S) = sa?-s6*. 
Aus a8 = s~' folgt der Rest der Behauptung. 


Hitrssatz 40: Die Anzahl der Classen ganzer symmetrischer Matrizen mit 
festem Range und fester Discriminante ist endlich. 

Bewets: Es sei gq der gegebene Rang und 6 die gegebene Discriminante. 
Im folgenden bedeuten gi, go, --- , gs natiirliche Zahlen, die nur vom Kérper, 
von q und von 6 abhingen. Da die Anzahl der Idealclassen endlich ist, so 
lehrt Hilfssatz 33 fiir jede ganze symmetrische Matrix © vom Range gq die 
Existenz einer ganzen Matrix % und einer symmetrischen ganzen Matrix T 
mit A’ SA = T, EoX = A, 6(A) | gi und 6(W4(S) = |X| #0. Fir s(S) =8 
ist also | T | ein Teiler von gz. Wenn es nun gelingt, noch die Existenz einer 
ganzen Matrix 8@ zu beweisen, fiir welche $’T% eine Diagonalmatrix D 
und die Determinante | % | ein Teiler von g; ist, so folgt daraus, wie zundchst 
gezeigt werden soll, die Behauptung. Es ist dann D ganz und | D | ein Factor 
von g2g;. Da die Anzahl der Idealteiler von gog? endlich ist, so gibt es fiir die 
durch die q Diagonalelemente von D definierten Hauptideale nur endlich viele 
Méglichkeiten. Da nach Dirichlet die Quadrate der algebraischen Hinheiten 
eines Kérpers eine Untergruppe von endlichem Index in der Gruppe dieser 
Kinheiten selbst bilden, so entstehen alle jene D aus gewissen endlich vielen 
Di, --- , Din der Form D = D,DF (k = 1, --- , 4), wo Do eine Diagonalmatrix 
ist, deren Diagonalelemente simtlich algebraische Einheiten sind. Indem man 
noch 8D,>* durch & ersetzt, erkennt man, dass man fir D nur die ¢ Méglich- 
keiten D1, --- , D; zu betrachten braucht. Es sei noch AB = CG. Zu jedem 
ganzen S vom Range q und der Discriminante 6 gibt es also ein ganzes © mit 
5(©) | gs, GC = GC, so dass C’SE einen der Werte D,, --- , Dz besitat. Nach 
Hilfssatz 24 gehéren diese Matrizen € endlich vielen verschiedenen Strahlen an. 
Ist aber sowohl €;S,6, = ©. G als auch 6; mit G linksseitig aquivalent, 
so sind nach Hilfssatz 21 die Matrizen €,G;! = % und G Gj! = Q ganz, wd 
wegen S. = J’Gif, S: = OQ’S2O ist dann in der Tat GS, ~ Se. 

Wie oben behauptet wurde, hat man also nur noch zu beweisen, dass fit 
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jedes ganze symmetrische T@ mit ganzem | T |g. eine ganze Matrix B existiert, 
fir welche | 8 | gs ganz und 8’TB eine Diagonalmatrix ist. Dies ist trivial 
firg = 1. Essei also g > 1 und die Aussage fiir g — 1 statt q bewiesen. Die 
Richtigkeit fiir g folgt dann, wie jetzt gezeigt werden soll, wenn man nur eine 
ganze Spalte b angeben kann, fiir welche die Zahl b’Tb von 0 verschieden und 
ein Teiler von gs ist. Dann ist auch der grésste gemeinsame Teiler der Elemente 
von 6 ein Factor von gs. Aus Hilfssatz 3 folgt nun leicht die Existenz einer 
ganzen Matrix $1, deren erste Spalte b und deren Determinante gs ist. Zum 
Beweise der Behauptung dieses Absatzes kann man $,T%, wieder durch T 
ersetzen. Dann ist also das erste Element ¢; von T ein Teiler von g;. Setzt 
man nun 


ty p’ i 1 ya = ’ 
r=(' gf ¥ (. t,€ ’ T;, = t; T, — ty py’, 
so liefert Hilfssatz 34 die Formel 


, h on 
mit |Z; | = t7* || und| $B | = t*". Da auf grund des Inductionsschlusses 


die Behauptung fiir T$°—” richtig ist, so ergibt (42) die Richtigkeit fiir q. 


Es bleibt noch zu zeigen, dass dem Wertevorrat der quadratischen Form 
t'Tz fiir ganzes x eine ganze von 0 verschiedene Zahl mit beschriinkter Norm 
angehért, unter der Voraussetzung, dass die Norm von | & | beschrinkt ist. 

Von den h zu K conjugierten K6rpern seien Ky, --- , Ku, reell und die 
Paare K(n,41, Katie¢y (l= 1, +--+ , hes h = hi + 2he) conjugiert complex. Die 
entsprechenden Conjugierten der ganzen Matrix T seien Tq), --- ,Tm. Ist 1 
eine der Zahlen 1, --- , i, so geht die quadratische Form r’Z,pr durch eine reelle 
lineare Transformation » = G€,pz in eine Summe der Gestalt 


yit--- +93 — Yea t--- +92) 


ber. Ist aber 1 eine der Zahlen h, + 1, --- ,h, so geht r/Xiyx durch eine 
complexe lineare Transformation » = G,pr in y? + --- + y tiber; dabei kann 
man offenbar (14%) = Cy (lL = hi + 1, --- , hi + he) wihlen. Es sei bj, ---, br 
eine Basis von K mit den Conjugierten by, --- , bay (i= 1,---,h). Mith 
Variabeln reellen Spalten x1, - - - , Zn von je gq Elementen setze man 


Tn = dyytri +--+ + Oacmtr 


und bilde die positive quadratische Form 
h _ — 
ecbog 2a 11) C1) Cy Eq » 


die von hg Variabeln abhingt. Nun ist | Gj) |? = + |X|. Bedeutet 
— d den absoluten Betrag der Kérperdiscriminante von K, so hat die 
eterminante | bj | den absoluten Betrag d'. Ist daher b der absolute Betrag 
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der Norm von | & |, so hat H die Determinante bd", und dies ist eine beschriinkte 
Zahl. 

Ist nun Q eine positive quadratische Form von p Variabeln mit reellen Coeff- 
cienten und der Determinante D, so kann man nach einem zuerst von Hermite 
bewiesenen Satze fiir die Variabeln solche ganzen rationalen Werte finden, dass 
mit diesen 0 < Q < (4/3)#-»D"? ist; ein Beweis hierfiir ergibt sich leicht aus 
dem Hilfssatz 2 des zweiten Teiles dieser Abhandlung. Daher existiert eine 
von der Nullspalte verschiedene ganze Spalte 6 in K, so dass die mit den Con- 
jugierten x) von x = b gebildete Grésse H kleiner als ge ist. Nun ist aber der 
absolute Betrag 


/ -~ § a= f 
| b¢2)Zy Hey | S bery cx) Cw by , 


und folglich ist sicherlich die Norm von 6’Z6 absolut kleiner als gf. Im Falle 
b’Sb ¥ 0 ist damit der Beweis beendet. 

Ist aber b’T6 = 0, so wihle man wieder eine ganze Matrix § mit ganzem 
| B- | g,, deren erste Spalte 6 ist, und bilde ‘TB = T,. Die Elemente der 
ersten Zeile von T; seien t, = 0, tk, ---,t,. Es ist (4, --- , t,) ein Teiler von 
|| = |B )?|X]. Daher existiert eine ganze Matrix € mit der ersten Spalte 
(t2 --- ty)’, so dass | © |-'g, ganz ist. Vermége der Substitution 


@ =-Yi, (a2 +--+ tq)’ = ga(ye --- Yo)’ 
wird dann 
ti'Dir = yo(2gsyi + coy2 + +--+ + CgYq) + R, 


wo die quadratische Form R nur von 43, --- , yq abhangt und cz, --- , c, ganze 
Zahlen bedeuten. Die Determinante von R hat den Wert —g3** | € |? | Z|, 
ist also wieder von beschrankter Norm. Ist nun gq = 2, so tritt R garnicht auf. 
Man setze dann y2 = 1 und wihle das ganze y; derart, dass die Zahl 2gsy1 + ¢ 
von 0 verschieden und nebst ihren Conjugierten beschrankt ist. Ist aber 
q > 2, so setze man y2 = 0 und wende vollstindige Induction an. In beiden 
Fallen erkennt man die Existenz eines ganzen r, so dass r/Zyr = (Sr)/T (Br) # 0 
und von beschriinkter Norm ist. Hierdurch ist auch fiir den Fall 6’T6 = 0 
der Beweis beendet. 


Die fiir den Ring der ganzen Zahlen von K ausgesprochene Definition von 
Darstellbarkeit und Aquivalenz symmetrischer Matrizen lisst sich auf den 
Restclassenring nach einem Idealmodul iibertragen. Sind S und T zwei ganze 
Matrizen, so heisst T durch GS modulo «x darstellbar, wenn die Congruenz 
X¥’SX = T (mod x) eine ganze Lésung ¥ hat. Ist auch G durch T modulo « 
darstellbar, so heissen © und T dquivalent modulo x. Alle mit G modulo « 
fiquivalenten Matrizen gleichen Ranges bilden eine Classe modulo x. 


Hitrssatz 41: In jeder Classe ganzer symmetrischer Matrizen vom Range 4 
gibt es eine Matrix S mit 


(43) S 


T@ HN 
or N 


) (mod x) 
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und 


E@ gH 
(44) C= ( n x) (mod x). 


Bewzls: Es sei S$” eine Matrix der gegebenen Classe und 6 ihre Discri- 
minante. Man wiahle eine ganze Matrix €°™"-® vom Range m — gq, so dass 
&,€ = MN ist, und setze 6(C) = y, eyi = m. Nach Hilfssatz 5 gibt es eine 
Diagonalmatrix D‘"-® und zwei unimodulare Matrizen 1,, UW. mit 


uy’ Cu, = (3) (mod x;). 


Fir | D | = d gilt dann (d, m) = (y, m) = y. Nun ist die Matrix 
Se = US, U, ~ S und S UCU, = NR. 


“(5 2) 


(F 2)@)=nima 


SD = MN, S3D = MN (mod xi) 
$= MN, ©; = MN (mod xé) 


C a (mod xé). 


WM, We 
_— 3 ) 
eine Rechtseinheit von Se, so gilt 
T MN\/%A A i ss 
(a a)(a x) = (q.) sods 
(45) IX, =F, TY = M (mod x’). 


Wegen 5(S,) = 6(G,) = 6 besteht fir | | = ¢ die Beziehung (¢, x5) = 6, und 
aus (45) folgt somit 


Setzt man noch 


so wird also 


Se 


Bedeutet nun 


4 = &, > = MN (mod k). 
den Rang g hat, so ist dann auch %, = N (mod x). Wird nun 


EM 
e=(5 eo S = K'SM 


Da Ge, 








a 


- Se 











240 CARL LUDWIG SIEGEL 






gesetzt, so ist 


S~Gi~ GS, 
EG a'\/z ms ee =) 
c “yo n) \o, €) = Ke gp) 00d») 


E R/E NR/E NR Ee XP 
Ge = 6.0 = (Sy a nt s) = (5 “4 (mod x), 


also (43) und (44) erfiilt. 


Aus Hilfssatz 41 folgt speciell, dass in jeder Classe modulo «x auch symmetrische 
Matrizen mit nicht-verschwindender Determinante liegen. 





S 







Hirrssatz 42: Es sei S ganz, 6(S) = 4, (6, x) = 1. Dann kann der Kern 
von S in der Form {s} mit (s, x) = 1 geschrieben werden. 

Bewelts: Es sei g der Rang von S. Nach Hilfssatz 41 gibt es in der Classe 
von © eine Matrix ©; mit 







T@ 
G= ( 


wm MN 
Dabei kann | T | = s ¥ 0 vorausgesetzt werden. Es ist 6(@:) = 6 und folglich 


(s, x) = (6, x) = 1. Nach Hilfssatz 35 ist aber {s} der Kern von ©, und nach 
Hilfssatz 32 zugleich der Kern von ©. 


) (mod x). 








Hitrssatz 43: Es sei x eine zu 2 teilerfremde Primidealpotenz. In jeder 
Classe ganzer symmetrischer Matrizen vom Range q gibt es eine Matrix S mit 


Do 
S= ( n a (mod x), 





wo D eine Diagonalmatrix bedeutet. 

Bewets: Auf grund von Hilfssatz 41 geniigt es zu beweisen, dass fiir die in 
(43) mit X bezeichnete ganze Matrix bei geeignetem unimodularen WU die 
Congruenz W’TU = D (mod x) gilt. Fir q = 1 ist dies trivial. Es sei q > 1 
und die Behauptung fiir qg — 1 statt q bereits bewiesen. Es sei x = p* (a 2 1) 
Potenz des Primideals p und pp’ (b = 0) die héchste in allen Elementen von 2 
aufgehende Potenz von p. Vertauscht man in & zwei Zeilen miteinander und 
dann auch die entsprechenden Spalten, so erhailt man eine mit T Aquivalente 
Matrix. Gibt es also iiberhaupt ein Diagonalelement von T, das p genau zur 
b'= Potenz enthilt, so gibt es eine mit & Aquivalente Matrix, deren erstes 
Diagonalelement jene Eigenschaft hat. Addiert man ferner die I‘ Zeile zur 
kten (l * k) und darauf die Ie Spalte zur k*", so erhalt man ebenfalls eine zu 2 
iquivalente Matrix. Wiren nun alle Diagonalelemente von & durch p™ 
teilbar, so gibt es ausserhalb der Diagonale ein Element f,;, das genau durch ry 
teilbar ist. Durch die eben erwihnte Addition wird aber das neue k* Diagonal- 
element = 2t: (mod p+), also wegen (p, 2) = 1 genau durch p? teilbar. Man 
kann daher weiterhin voraussetzen, dass das erste Diagonalelement von T das 
Primideal p genau zur b*" Potenz enthalt. 
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Ist nun 


ee 4 
= ( 4a 


mit (t, p>?) = p> und t = n (mod p?), so wihle man eine Zahl c des Ideals 
o> mit tc = 1 (mod x) und setze a = ct, 


1 a’ 
o- () a 


Da a ganz ist, so ist QQ unimodular. Setzt man noch T; = T, — taa’, so liefert 
Hilfssatz 34 die Congruenz 


t , 
t= 0'( . 
n 


Le 
Da fiir T, statt T die Behauptung richtig ist, so ist alles bewiesen. 


) Q (mod x). 


5. Einheiten 


Es sei © symmetrisch. Eine ganze Matrix % heisst Hinheit von S, wenn 
Y’S% = S ist. Damit im folgenden keine Verwechslung entsteht mit den 
Gréssen, die sonst in der Zahlentheorie Einheiten genannt werden, nimlich mit 
den ganzen Zahlen, deren Reciproke ebenfalls ganz sind, so sollen diese alge- 
braische Einheiten heissen. Specielle Einheiten von © werden durch die Rechts- 
einheiten Eg geliefert, die also bereits der Gleichung SG>e = © geniigen. Mit A 
und ¥ ist auch YB eine Kinheit von S. Bedeutet Ee eine feste Rechtseinheit 
von ©, so soll eine beliebige Einheit 2{ von S reduciert heissen, wenn EgAlEe = A 
ist. Diese Definition ist offenbar von der Wahl von Ge abhingig. Nur im 
Falle | S | ¥ Oist Ee = G, also jede Einheit reduciert. 


Hinrssatz 44: Die reducierten Einheiten von S bilden eine Gruppe mit Ee als 
Einheitselement. Bedeutet ©) eine beliebige Rechtseinheit von S, so erhdlt man 
alle Elemente der zu & gehérigen reducierten Einheitengruppe in der Form © AG, 
wobet Y alle Elemente der ersteren Gruppe durchléuft. 

Brwzts: Es sei EgACe = A, EBEs = G, also CoM = A, BES = VB. Hieraus 
folgt CoABEs = AB. Wegen A’SA = S und EyA = A hat % denselben Rang 
wie S und Gg ist eine Linkseinheit von %. Nach Hilfssatz 16 folgt 6(S) = 
(NSN) = &()5(S), 8(A) = 1. Also ist A primitiv. Ferner ist Ge auch 
ene Rechtseinheit von %. Bedeutet nun %{-! die Reciproke von % mit A%- = 
Es, EX = Y, so ist A ganz nach Hilfssatz 20, und nach Hilfssatz 14 gilt 
zugleich A'Y = Ee, AE = A. Aus A/SA = S folgt nun S = (A-)'S A, 
80 dass {-! ebenfalls eine reducierte Einheit ist. Fir irgend zwei reducierte 
Finheiten und % folgt mittels Hilfssatz 15, dass ¥ = AB und Y = BA“ die 
andeutig bestimmten Loésungen von AX = B und 9A = B durch reducierte 
Einheiten sind. Damit ist die Gruppeneigenschaft bewiesen. Ferner folgt 
aus der Gleichung Ee Es = Ee, dass Es das Einheitselement der Gruppe ist. 

Setzt man Y, = GAG, Bi = E BE, so sind %,, B, reducierte Einheiten von S 
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in bezug auf die Rechtseinheit ©. Nach Hilfssatz 11 ist dann 2,8, = GABE, 
und % = Ge%iGe. Hieraus folgt die Isomorphie der beiden zu Ge und & 
gehérigen Gruppen und der zweite Teil der Behauptung. 


Unter der Einheitengruppe von © soll fortan die von den reducierten Einheiten 
gebildete Gruppe verstanden werden. 


Hitrssatz 45: Die Einheitengruppen dquivalenter symmetrischer Matrizen 
sind isomorph. 

BewEts: Es sei © ~ &, also 6(S) = 6(©). Bedeutet X eine ganze Lisung 
von ¥’'SX¥ = FT, so setze man EeXGqz = F. Dann ist auch P’SP = T; und 
nach Hilfssatz 16 folgt, dass % primitiv ist. Nach Hilfssatz 20 ist $ ganz. 
Ausserdem gilt BB = Ec, B“B = Ey. Ist nun A eine reducierte Einheit von 
S mit EACe = A, so ist wegen S = (P")’TP auch B = PAP eine redu- 
cierte Einheit von T mit G;BEz; = B. Umgekehrt ist auch wieder A = PVP". 

Im Falle eines reellen Koérpers K heisst © positiv, wenn fiir alle reellen x 
stets r’'Sr = 0 ist. Ist der K6rper total-reell, so heisst © total-positiv, wenn 
alle Conjugierten von © positiv sind. 

Hixrssatz 46: Fiir total-positives S ist die Einheitengruppe endlich. 

Bewets: Zunichst wird gezeigt, dass das Minimum c von r’Gr fir reelles r 
unter den Nebenbedingungen r’r = 1 und Ger = x positiv ist. Es sei q der 
Rang von ©. Nach den Hilfssitzen 29 und 30 gibt es eine umkehrbare Sub- 
stitution r = Cy mit 


TH HN 2 N 
'S as —1 > = 
C’SE ( x si C Eee x | 


Die Bedingung Ger = rx besagt, dass nur die ersten g Elemente von y ungleich 0 
sein kénnen. Bilden diese die Spalte 3, so folgte aus c = 0, dass auch 333 = 0 
ist. Da T positiv und | T | ¥ 0 ist, so wird 3 = n, im Widerspruch zu rr = 1. 

Aus der Definition von c folgt fiir beliebige reelle r mit Eger = x die Ungleichung 


(46) r’Sr = cr’r. 
Ist nun € eine reducierte Einheit von ©, also C’SC = S, E-€ = G, so liefert 
(46) fiir die Spuren o(S) und o( C’ €) von S und GC’ € die Relation 

a(S) 2 ca(C@’@). 


Folglich sind alle Elemente von € beschriinkt. Da © total-positiv ist, so gilt 
dies fiir alle Conjugierten von €. Da ausserdem € ganz ist, so ergeben sich 
nur endlich viele Méglichkeiten fiir €. 


Fir total-positives G werde die Ordnung der Einheitengruppe mit E(®) 
bezeichnet. Nach Hilfssatz 45 hingt diese Zahl nur von der Classe von © ab. 

Eine ganze Matrix % heisst Einheit von S modulo x, wenn X’SA = S (mod «) 
ist, und reducierte Einheit modulo x, wenn ausserdem EeAEe = A ist. 


Hitrssatz 47: Es sei 5(S) = 6 und & ein echter Teiler von x. Die reducierten 
Einheiten von S modulo x bilden eine Gruppe. 
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Bewnrs: Wegen Eo% = A hat ° héchstens den Rang von GS. Aus der 
Congruenz %’SA = S (mod x) folgt dann, da é ein echter Teiler von « ist, dass % 
genau den Rang von © hat. Also ist Ge Linkseinheit von Y. Setzt man 
5(X) = a, SO ist 5(2’ SM) = a*§ und daher (a6, k) = (6, k) = 5, (a2, xd) ies ‘ 
(a, x) = 1. Ferner ist a nach Hilfssatz 19 ganz. Wegen (1, xa) = a 
gibt es dann eine ganze Matrix 8 = % (mod xa). Wegen Gs%"Ey = YO 
kann man auch EsBEe = Bvoraussetzen. Ferner ist B’'SS = S (mod xa~), 
also auch BSB = S (mod x), E&& = AA" = AB (mod «), EE = AY = 
YY (mod x). Hieraus folgt die Behauptung. 


Die von den reducierten Einheiten modulo « gebildete Gruppe heisst Hin- 
heitengruppe von © modulo «x. Ihre Ordnung wird mit E,(S) bezeichnet. 
Analog wie bei Hilfssatz 44 und 45 erkennt man, dass Z,(S) nur von der Classe 
von S modulo «x abhangt. 


Hitrssatz 48: Es seien x, --- , x, Potenzen verschiedener Primideale, x = x 

kK und ey, --+ , & eine beliebige Folge von Zahlen +1. Zu jeder ganzen 
symmetrischen Matrix S mit | S| ¥ O gibt es eine Hinheit A modulo x, so 
dass fiir | = 1, --- , tdie Congruenzen | & | = e; (mod x;) gelten. 

Bewets: Da der Restclassenring modulo «x die directe Summe der Rest- 
classenringe nach den einzelnen Moduln x1, --- , x: ist, so geniigt es, die Existenz 
einer Einheit 2 von S modulo « mit | & | = —1 (mod x) fiir den Fall zu beweisen, 
dass x Primidealpotenz ist. Ist S‘” Diagonalmatrix, so ist die Behauptung 
trivial, da dann die Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen 


—1, +1,---, +1 


Einheit von © ist. Die Behauptung ist also richtig fiir m = 1 und nach 
Hilfssatz 43 ferner fiir den Fall (x, 2) = 1. Nun sei m > 1 und « Potenz eines 
Primfactors \ von 2, der in 2 genau zur a‘ Potenz aufgeht, ferner \° die héchste 
in allen Elementen von © aufgehende Potenz von . Gibt es in der Diagonale 
von © ein Element, das in niedrigerer als (a + b + 1)** Potenz enthiilt, so 
kann man wie beim Beweise von Hilfssatz 43 annehmen, dass dies das erste 
Diagonalelement ist. Sind aber alle Diagonalelemente von © durch )**++! 
teilbar, so gibt es ausserhalb der Diagonale ein genau durch ° teilbares Element 
si. Addiert man die le Spalte zur ke" Spalte und dann die Ie Zeile zur k‘ 
Zeile, so erhalt man eine mit S aquivalente Matrix, deren k‘e* Diagonalelement 
den Wert su. + si + 2sy hat, der genau durch \** teilbar ist. Folglich kann 
man fiir den Beweis annehmen, dass das erste Element su von © = (sj) nicht 
durch \***+1 teilbar ist. Fiir die durch 


81%, = — (sug + 2siye + --- + 251 mY m) 
Ti = Yi . (1 = 2,---,m) 


definierte Substitution r = %y ist nun aber r’Sr =y’Sy, also ASH = S, 
und | %|= —1. Man wahle noch m — 1 ganze Zahlen g, mit 


231; = sgt (mod Kot) (I — 2, ssid ,m); 
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dies ist méglich wegen (su, «A***) = A**>| 2s,,. Ersetzt man dann in der 
Definition von %, die Gréssen 2s, durch syg;, so entsteht eine ganze Matrix 
% = %, (mod «a2 sz}) mit A’SA = S (mod «) und | 2% | = —1 (mod x). 


6. Darstellungen 


Es sei 6’6€ = FT eine Darstellung von ZT durch S™. Bedeutet Ez eine 
Rechtseinheit von S und Gz eine Rechtseinheit von fT, so soll die Darstellung 
reduciert heissen, wenn €eCEz = Cist. Nach Hilfssatz 11 hangt diese Defini- 
tion nicht von der Wahl von Gz ab, dagegen kann sie von der Wahl von G5 
abhingig sein. Wird von mehreren reducierten Darstellungen von T durch © 
gesprochen, so soll dabei, wenn nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt sind, 
stets Ge festgehalten werden. Aus jeder beliebigen Darstellung CSG, =f 
kann man eine reducierte ©’6€ = TF ableiten, indem man € = Ee G,Gx setzt. 
Wenn aber die Determinanten von © und £ nicht beide von 0 verschieden sind, 
so lisst sich zeigen, dass umgekehrt ©, nicht eindeutig durch € bestimmt ist. 


Hiurssatz 49: Es sei ©’SC = TF eine reducierte Darstellung und r der Rang 
von. Dann hat auch © den Rang r. 

BreweEts: Wegen @’O€ = TF ist der Rang von € nicht kleiner als r. An- 
dererseits ist CEy = C und Es; vom Range r, also der Rang von € nicht grésser 
alsr. Folglich hat € den genauen Rang r. 


Wenn die Darstellung ©’6€ = FT reduciert ist, so ist also € vom Range r und 
€—€ = ©. Aus diesen beiden Eigenschaften von € folgt auch wieder riick- 
warts, dass die Darstellung reduciert ist. Bedeutet nimlich &g eine Rechts- 
einheit von ©, so ist wegen @’S€ = T auch TEg = T, und Ge ist, da es den 
Rang r hat, zugleich eine Rechtseinheit von T. 


Hitrssatz 50: Es sei © ~ ST, ~ T, G. = P’SLP mit primitivem $ = 
CePCe,, T1 = Q’TQ mit primitivem Q = EzgOQExz,. Aus den sémtlichen redu- 
cierten Darstellungen C'SC = T mit CCE = C erhélt man eineindeutig alle 
reducierten Darstellungen €;S,G, = Xi mit Ee, Gg, = Gi durch G& = FC. 

Bewe#Els: Es ist © = ($-)’G, $B", T = (Q7)'T,0-. Far © = FCO 
gilt also 


CG = O'C(P7°’S.B-7COQ = O'WSCOQ = Q'TO = 4. 


Ausserdem ist dann Ge,G,Gz, = Gi, so dass © tatsiichlich eine reducierte 
Darstellung von J; durch ©; liefert. Gibt umgekehrt €, eine solche Darstellung, 
so erhalt man durch den Ansatz @, = B"€Q genau eine Lésung € = BGO" 
von @’S€ = TF mit Ge Cg = ¢, 


Hilfssatz 50 zeigt, dass die reducierten Darstellungen wesentlich nur von den 
Classen von © und & abhiingen. . Speciell erkennt man, dass man die zu einer 
andern Rechtseinheit © von S gehérigen reducierten Darstellungen C5 SG =7 
aus den zu Gg gehérigen reducierten Darstellungen ©’/S6€ = T erhiilt, indem 
man © = &€ setzt. Wahlt man S = &, so ergeben die reducierten Darstel- 
lungen gerade die im vorigen Paragraphen betrachteten reducierten Einheiten. 








\n- 
ser 


ind 
ick- 
hts- 
den 


edu- 

alle 
CO. 
‘CQ 


rstel- 
eiten. 


UBER DIE ANALYTISCHE THEORIE DER QUADRATISCHEN FORMEN III 245 


Genau wie Hilfssatz 46 beweist man 


Hitrssatz 51: Fiir total-positives © ist die Anzahl der reducierten Darstel- 
lungen C'SC = FT endlich. 


Diese Anzahl soll mit A(@, T) bezeichnet werden. Nach Hilfssatz 50 hiingt 
A(G,Z) nur von den Classen von S und & ab. 
Fir primitives € mége die Darstellung selbst primitiv heissen. 


Hitrssatz 52: Die reducierten Lésungen © von 6’'SE = TI gehdren nur endlich 


vielen verschiedenen Strahlenan. Sind G, --- , Gein volles System von Lésungen 
aus verschiedenen Strahlen, so erhdlt man eineindeutig alle reducierten Lésungen 
in der Form © = $i Gi(l = 1, --- , t), indem man ¥; stmiliche primitiven redu- 


cierten Lésungen von B,SB, = (CIC durchlaufen lisst. 

Bewels: Es geniigt, den Beweis fiir den Fall eines ganzen © zu fiihren. Der 
Rang von Z seir. Bildet man in @’6€ = TF die r-reihigen Unterdeterminanten, 
so folgt, dass 6°(€) in 6(©) aufgeht. Aus Hilfssatz 24 erhalt man den ersten 
Teil der Behauptung. Der zweite Teil ergibt sich aus Hilfssatz 25. 


Hitrssatz 53: Es set S(™ vom Range q, = vom Range r, C'SC = T eine 
reducierte Darstellung mit EeC = C. Dann hat die aus € — Es und C zusam- 
mengesetzte Matrix (€ — Ee, ©) den Rangm — q+r. 

Bewels: Es ist (© — Ee)C = NR und (E — Ee)? = E — Ee. Fiir jede 
Lésung r, y von (€ — Ee)r + Cy = n folgt 


(E — Ge)*x + (EC — Ee) Gy = 1, 


also (€ — Ee)x = nund Gy = n. Daher ist der Rang von (€ — Gg, ©) gleich 
der Summe der Ringe von € — Geund C. Die Behauptung folgt jetzt aus den 
Hilfsitzen 10 und 49. 


Nunmehr soll an stelle der Gleichung @’S€ = FT die Congruenz C’/SC€ = TF 
(mod x) betrachtet werden; S und & sind dabei ganz. Eine Darstellung modulo 
« heisse wieder reduciert, wenn EeCEz = EC ist. Die Anzahl der modulo x 
incongruenten reducierten Lésungen € sei A,(G, T). 


Hinrssatz 54: Es seien &(S) und 6%(E) echte Teiler von x. Dann héngt 
A,(S,Z) nur von den Classen von S und X modulo x ab. 

Brwes: Man setze 6(S) = o, 6(Z) = r. Essei © ~ S (mod x) und T, ~T 
(mod x), also G = P'S, S = BSB, T = Q'TQ, T = QsTAQ, (mod «) 
mit ganzen $B, B,, Q, Q,. Nach Definition der Classe modulo « haben ©; 
und den gleichen Rang. Es sei 6(G,) = «1. Man kann GePGEe, = B und 
fe BiEs = $1 voraussetzen.. Dann folgt (01, x) = o und sodann, dass $ und 
%; primitiv modulo x sind. Wie beim Beweise von Hilfssatz 47 erkennt man 
Welter, dass man BP; = Ey und Pi ~ = >, (mod x) annehmen darf, ferner analog 
SOG, = O, G;,0iG; = Q1, QQ, = Es, QiN. = Ge, (mod x). Durch- 
liuft dann © alle modulo « incongruenten Lésungen von @’S€ = T (mod x), 
ROG, = ©, so erhalt man durch 6, = %,€Q Lésungen von Ci 6,¢, = 3 
(mod x), Eg, Gs, = G, die wegen BC,Q, = € (mod x) alle incongruent sind. 
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Hitrssatz 55: Es sei 6() = + und 7° ein echter Teiler von x. Bedeutet 
G,, --- , & ein volles System von Matrizen verschiedener Strahlen mit der Rechts- 
einheit Gz, fiir welche (C7*)/E Cz" (l = 1, --- , t) ganz ist, so erhalt man genau 
einmal sdmtliche reducierten Lésungen von ©’'SC = FT (mod x) in der Form 
€ = [,C,, indem man §, alle modulo « primitiven Matrizen mit EoBGG, = §, 
durchlaufen lasst, fiir welche ©; B;SPiC. = T (mod x) ist. 

Bewets: Es sei ©’SC€ = T (mod x), E|CExy = CE. Dann folgt zunichst, 
dass € denselben Rang wie T hat. Ferner ist (6°(€), «) ein Teiler von r.  Setzt 
man also (6(€), «) = a, so ist a? | x. Nach Hilfssatz 26 existiert im Strahl von 
mod «x eine Matrix ©) mit 6(G)) = a. Nach Hilfssatz 27 ist dann € = $)G, 
mit modulo « primitivem $$) und PCS, = $o, und zwar ist dieses PB eindeutig 
bestimmt. Wegen G>€ = € ist zugleich EePo = Po. Ferner wird 


CoPBoSPR.Go = TX (mod x), 
und folglich ist (€>*)’/Z@p' ganz. 
7. Congruenzlosungsanzahlen 


In diesem Paragraphen sind 6 und TU” ganz, 6(S) = o, 6(©) = +r. Eine 
reducierte Darstellung ©’6€ = T (mod x) heisst primitiv modulo x, wenn 
5(€) zu « teilerfremd ist. Die Anzahl dieser Darstellungen, soweit sie modulo « 
verschieden sind, sei B,(©, T). Ist (¢, x) = 1, so kann nach Hilfssatz 42 der 
Kern von © in die Form {s} mit (s, «) = 1 gesetzt werden. Andererseits ist s 
bis auf einen quadratischen Factor durch © bestimmt. Fiir jedes zu 2c teiler- 


fremde Primideal p ist daher der Wert des quadratischen Restsymbols (:) 


eindeutig durch © festgelegt; es soll dafiir auch (2) geschrieben werden. 
p 


Nach Hilfssatz 32 hingt es nur von der Classe von © ab. Der Rang von & 
sei g, der von T sei r. 


Hiirssatz 56: Es sei p ein Primideal, das nicht in 2 or aufgeht. Dann sind 
alle reducierten Darstellungen von = durch S modulo p primitiv. Fir gerades q 


—1\}2 (SG 
setze mana = {| — — }, und fiir gerades q — r sei 
p p 
p p/\p 


tr-—1 
Np**+)-ar A (SG, t)= (1 = aN p-}2)(1 + bN p}*-®) Il (1 Laas Np-*) 
l=1 
(q gerade, r gerade), 


Dann gilt 


Mr—1) 
= (1 —aNp-*) [[I (1 — Np®*)  (q gerade, r ungerade), 
l=1 
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3(r—1) 
= (1+ bNpie-) [J] (1 — Np?) 
t=1 


(q ungerade, r ungerade), 


= (1 — Np*--) (q ungerade, r gerade). 


i=1 


le 


Bewets: Vermége der Hilfssitze 41 und 43 kann man sich auf den Fall 
beschrinken, dass S eine g-reihige Diagonalmatrix und TF eine r-reihige Diagonal- 
matrix ist. Weiter verliuft dann der Beweis ganz entsprechend wie im ersten 
Teil bei Hilfssatz 12, nur hat man statt der dort benutzten Gaussschen Summen 
die von Hecke gegebene Verallgemeinerung zu benutzen. An die Stelle von 


G(c) = ry e2ricl’ 


1(mod p) 
mit (c, 1) = p~! treten die Ausdriicke 


G(c) = YB e2ria(cl”) 


1(mod p) 


mit (c5, 1) = p~'; dabei bedeutet 5 das Grundideal und a(cl?) die im Kérper 
gebildete Spur der Zahl cl?. 


Genau wie Hilfssatz 16 im ersten Teil beweist man auch 


Hinrssatz 57: Es sei p ein Primideal, das nicht in 20 aufgeht, I = (t) und 


p' die héchste in der Zahl t aufgehende Potenz von p. Fiir gerades q setze man 
_1\h¢ 
a= = (2). Fiir ungerades q und gerades | sei c eine Zahl mit dem genauen 
p 


: —1\ie S\/t; 
Nenner p*', th = ct und b = (=) (£)(%). Ist dann k > | und x = p*, 
p p/]\p 


so gilt 
Ne“#A (6, t) ae (1 bis aN p-}2)(1 4. aN p'-i4 4: a2N p24-40) +e. + aN p!-40) 
(q gerade), 
= (1 — Nob Nels + NAO? + -.- + NAP PO-0) 
(ql ungerade), 
_ ¥, N $1(2—q) 
= (1 Np! (1 + Np?* 4+ Np??-o 4 ... + Np@ive-o + Sas) 
(q ungerade, | gerade). 
Vermége der Hilfssiitze 5, 6 und 41 lassen sich ferner leicht die Hilfssatze 13, 
14, 15, 17 des ersten Teiles ubertragen. 


Hinrssarz 58: Es sei p' die héchste in 27 aufgehende Potenz des Primideals p 
und k > 21, x = pt. Dann sind die Zahlen Nei*+?-« A,(S, Z) und Nebrr+D-er 
BE, ) von k unabhdngig. 
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Hutrssatz 59: Es sei p' die héchste in 27 aufgehende Potenz von p und k > Ql. 
Zu jeder reducierten Darstellung €,SG, = T (mod p*) existiert eine reducierte 
Darstellung ©,S G2 = X (mod p*) mit G = G (mod p*~). 


Hitrssatz 60: Ist (x, \) = 1, so gilt 
Aa(S, XT) = AS, TANS, ZT), Bal(S, XT) = B.S, TB, F). 
Zu je zwei reducierten Darstellungen €iSG, = X (mod x), €}SG, = TF (mod ) 


gibt es eine reducierte Darstellung ©’'SC€ = T (mod xr) mit © = G (mod x), 
= © (mod d). 


Hitrssarz 61: Es sei (27)* | x und ©) XCo! = Ti ganz, GEx = Go, 6(G) = ¥. 
Bedeutet A,(S, X, Go) die Anzahl derjenigen mod x incongruenten reducierten 
Lésungen € von ©'SE = T (mod x), welche zum Strahle von Go gehéren, so ist 

A.(S, T, Go) = Ny BS, TH). 

Aus den Hilfssiitzen 23, 55, 61 ergibt sich schliesslich 


Hiurssatz 62: Es sei (27)*| «x. Durchléuft B ein volles System von Repri- 
sentanten verschiedener Strahlen mit der Rechtseinheit Ez und ganzem B'"'TB", 
so ist 


A(G, ) = Y Nor-e(B) BS, VB’ TB). 
B 


8. Verwandtschaft 


Aus S ~ & folgt GS ~ T (mod x) fiir jedes «x. Ist ferner bi, -- - ,.b, eine Basis 
des Korpers, so gilt fiir alle Conjugierten einer beliebigen Matrix t eine Zerle- 
gung Muy = bioMr +--+ + dacoM, mit rationalen Matrizen Nt, --- , Mi, 
die nicht von / abhingen. Mit beliebigen reellen Matrizen %:, --- , X» setze 
man nun byyXi + --- + bake = X~w, wobei jetzt natiirlich X,) nicht dem 
Korper K,y anzugehéren braucht. Ebenso sei bin Qi + --- + dap Dn = Yoo 
(l= 1,---,h). Die beiden symmetrischen Matrizen S und T des Kérpers K 
sollen total-reell dquivalent heissen, wenn die Gleichungen X)S~Xa = To 
und YoToVy = Sw fir 1 = 1,---,h im reellen X%, --- , Xa, Yr, --- 5 Vr 
lésbar sind. Man sieht leicht ein, dass diese Forderung gleichbedeutend damit 
ist, zu verlangen, dass die Gleichungen fiir] = 1, --- , hy in reellen X,y , Yn und 
firl = hi +1, --- , hi + hein complexen Xp, Yn gelost werden kénnen. Es ist 
trivial, dass aquivalente S und TF auch total-reell iquivalent sind. 

Es heisst nun S mit T verwandt, in Zeichen S v ZT, wenn S mit T nach jedem 
Modul und ausserdem total-reell aquivalent ist. Alle miteinander verwandten 
symmetrischen Matrizen bilden ein Geschlecht. Aus S ~ & folgt SvT; also 
setzt sich jedes Geschlecht aus vollen Classen zusammen. 


Hitrssatz 63: Verwandte Matrizen haben gleichen Rang, gleiche Discriminante, 
gleichen Kern und gleiche zugehérige Idealclasse. 

Bewets: Es sei Gv. Da S und FT dann total-reell siquivalent sind, s° 
haben sie gleichen Rang. Aus der Darstellung ©’/S€ = FT (mod x) folgt, dass 
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(4(), x) ein Teiler von (6(&), «) ist. Wéhlt man speciell x = 6(S) 6(Z), so 
ergibt sich 6(S) | 6(Z). Ebenso folgt 6(Z) | 6(S); also sind die Discriminanten 


gleich. Lai = 
Nun sei p ein Primideal, das nicht in 26(S) aufgeht. Um zu zeigen, dass S und 


t gleichen Kern haben, kann man nach Hilfssatz 41 voraussetzen, dass 


ela) ¢ E@® NH tO” a) E@ MN 
a es 21 MN Sa SE SS = 
z= (5) ) Ge "5 nf . & gp & ‘ 3) (inod p) 


ist. Ist dann ©’/6C€ = T (mod p) und Ee CEz = GC, so wird 


_ (6 i 
C= ( N ” (mod p), 


also €;S,G, = ZT und | S| | Gi |? =| Ti | (mod p). Fir die Kerne {s} und 
t} von S und TF gilt nach Hilfssatz 35 die Congruenz 


|S |, t = |Z, | (mod p). 


s 


Das quadratische Restsymbol (“) hat demnach den Wert +1. Das und t bis 
p 
auf quadratische Factoren durch © und TF eindeutig festgelegt sind, so gilt bei 


festen s, t fiir jedes zu 2st teilerfremde Primideal p die Formel (“) = +1. Auf 
p 


grund der Kigenschaften des relativ-quadratischen K6rpers muss dann aber st 
eine Quadratzahl sein, und es ist {s} = {t}. Folglich gilt 


so? = 8(S) = 5(T) = 36%, 


wobei a, 8 in den zu S, T gehérigen Idealclassen liegen. Dann ist aber a = 8, 
und die Idealclassen stimmen iiberein. 


Gibt es in der Classe von S eine Matrix mit nicht-verschwindender Deter- 
minante, so zeigen die Hilfssitze 37 und 63, dass dann alle Classen'des Ge- 
schlechtes von © dieselbe Eigenschaft haben. 


Hitrssatz 64: Fiir die Verwandtschaft von S wnd & ist notwendig und hin- 
reichend, dass S und ET gleichen Rang, gleiche Discriminante o und gleichen Kern 
haben und dass ausserdem S mit X modulo (20)* und total-reell dquivalent ist. 

Beweis: Die Notwendigkeit der Bedingungen folgt aus der Definition der 
Verwandtschaft in Verbindung mit Hilfssatz 63. Es seien nun diese Bedingun- 
gen simtlich erfiillt. Man hat zu beweisen, dass S und T nach jedem Modul x 
aquivalent sind. Wegen Hilfssatz 60 kann man sich auf den Fall beschrinken, 
dass k = p* Potenz eines Primideals p ist. Fir die Primfactoren p von 2¢ 
folgt dies wegen © ~ F (mod(2c)*) aus Hilfssatz 58. Ist aber (p, 2c) = 1, 
80 gilt wegen der Uebereinstimmung der Kerne von © und FT auch (£) = (=), 
und nach Hilfssatz 56 wird A,(S, £) > 0, A,(Z, S) > 0, also S ~ TX (mod p). 
Aus Hilfssatz 58 ergibt sich nun © ~ & (mod p*). 
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Hinrssatz 65: Es sei Gov ZT. Es gibt ein S ~ So mit S = T (mod x) und 
Ge = Gy. 

BeweEts: Es sei g der Rang von Sp und 6(Go) = «. Man setze x = 20x und 
wihle in der zu Gp gehérigen Idealclasse ein Ideal a, das zu x; teilerfremd ist. 
Nach Hilfssatz 33 existiert eine ganze Matrix 8 mit 6(8) = a@ und eine sym- 
metrische Matrix S{”, so dass Sp = B’S,B und aS; ganz ist. Nach Hilfssatz 
63 gehért die Idealeclasse von a auch zu fT; also gilt ebenso T = G’T,€ mit 
ganzen ©, a?Z{” und 6(€) = a. Zufolge Hilfssatz 8 hat man ferner die Be- 
ziehungen 


(q—1) ¥(a-D 
(47) B= 5(° 4, € = at w)8 


vy §~6% c 


mit umkehrbaren §, 2, unimodularen U, B und gewissen Zeilen b’ = (6, --. ), 
c= (c,--- ). Aus6(%) = 6(C) folgt dann 


|| (hi, --- =|Q\(,---), 


so dass die Ideale (b, --- ) und (q, ---) aquivalent sind. Hilfssatz 3 liefert 
nun in Verbindung mit (47), dass 8 = §€Y% mit umkehrbarem § und pri- 
mitiven W = EgWist. Setzt man noch H’S,H = Se, W'S W = Ss, so ist 
G3 ~ So, Ss - CSC, T = C'S, €. 

Wegen S; v T gibt es ein ganzes 2 mit X’O;% = T (mod m). Da Eg gemein- 
same Rechtseinheit von ©; und T ist, so kann Gg lEg = L vorausgesetzt werden. 
Wegen 6(S3) = 6(Z) = a ist (06?(&), 1) = (0, m1) = o, also 6(%) zu x; teilerfremd. 
Es sei CLC-' = Mt, also das Hauptideal | Mt | = 6(©)s(¥)s(C) = 4(L). 
Aus J, = @’ "TC" folgt dann die Congruenz 


(48) TT = MSM (mod na). 


Andererseits ist 6(S3) = | Se| a, 6(T) = | T, | a, also der Quotient | T, |:| S 
eine algebraische Einheit, und zwar nach Hilfssatz 63 sogar das Quadrat a’ 
einer solchen, da ja | G:| und |Z, | die Kerne von ©; und & ergeben. Mit 
Hilfe von (48) folgt 


(49) | M |? = a? (mod nmo~), 

also erst recht nach dem Modul 2x. Nun sei x = « --- x, die Zerlegung von « 

in ein Product von Potenzen verschiedener Primideale. Nach (49) ist dann 
|M| = ae; (mod x;) (I = 1,---,4, 


wo e; den Wert + 1 oder — 1 besitzt. 
Nach Hilfssatz 48 existiert eine Einheit &% von GS, modulo « mit | A | = 
e: (mod «;) fir] = 1,---,¢. Dann ist aber 
| UM | = a (mod x). 
Nach Hilfssatz 5 ist ferner 


uC = (3) (mod 1). 


— on ae Ad 
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Bedeuten nun a1, --+ ,@q die Senauen Nenner der Diagonalelemente der Dia- 
/ . . _ _— 
gonalmatrix D und aj, --- , A, die Zeilen von Uz* CUz", so folgt aus 


WC UWUy* CUT? = WEelz’, 


dass aa; (1 = 1, --- ,@) ganzist. Versteht man unter D{*’ die Diagonalmatrix 
mit den Diagonalelementen a, 1,---,1 und setzt U,D,U7' = Us, so wird 
ersichtlich, dass auch die Matrix @—'Us€ ganz und|U;| = a ist. Wegen 
(x,a) = J gibt es eine ganze Matrix Dt mit Mi = AM (mod xa“) und Mi = Us 
(mod a), also | Mi | = a (mod xa). Nach Hilfssatz 7 gibt es nun endlich ein 
unimodulares 1, = Nt; (mod xa). Friir dieses ist jetzt 


US, = M’A'SAM = M’S.M = T, (mod xa-*) 
CC = C"U;E = N (mod 1), 


also C-U,€ = $ primitiv, und die Matrix CU; Sl € = © leistet wegen 
6 = @/T,€ =T (mod xa”) und P'S: fF = S ~ S3 ~ S das Verlangte. 


Aus Hilfssatz 65 ergibt sich die wichtige Folgerung, dass die Reprasentanten 
der verschiedenen Classen eines Geschlechtes stets so gewihlt werden kénnen, 
dass sie einander nach einem beliebig vorgeschriebenen Modul « congruent sind 
und dieselbe Rechtseinheit besitzen. 


9. Existenzsatze 


Es seien wieder bin, «++ , bacy (L = 1, --- , h) die Conjugierten einer K6rper- 
basis und Xi) = by X1 + --- + DacynX, mit reellen X%,,---,%X,. Sind dieh 
Gleichungen X/,)Sy¥y = Xp simultan lésbar, so heisst X durch S total-reelle 
darstellbar. Es ist klar, dass die Darstellbarkeit modulo « und die total-reelle 
Darstellbarkeit notwendig sind, damit T durch © darstellbar ist. Diese 
Bedingung ist jedoch nicht stets hinreichend. Lasst man dagegen die For- 
derung der Ganzzahligkeit fallen, so gilt, wie Hasse bewiesen hat 


Hitrssatz 66: Es sei & durch © total-reell darstellbar und die Congruenz 
VSX = I (mod x) fiir jeden Modul lésbar. Dann gibt es eine ganze oder gebro- 
chene Matrix € mit V’SC = T. 


Diese Aussage muss nun in eine iiber ganzzahlige Darstellbarkeit umgeformt 
werden, in ahnlicher Weise, wie es in §6 des ersten Teiles geschehen ist. 


Hitrssarz 67: Es sei der Rang von & kleiner als der Rang von ©, 6() = + 
und (27)*6(S) ein Teiler von x. Ist dann E durch © total-reell darstellbar und die 
Congruenze €:SG, = TX (mod x) mit reduciertem ganzen G, lésbar, so gibt es eine 
reducierte Matrix €, deren Elemente einen zu x teilerfremden Hauptnenner y 
haben, mit C'SC = T und € = G (mod x/2yz7). 


Brewers: Aus den Hilfssitzen 56, 59, 60 folgt die Darstellbarkeit von T 
durch S nach jedem beliebigen Modul «;, und zwar gibt es ein reduciertes ganzes 
% = G (mod «/27) mit €{SG, = T (mod m). Es seien q, r die Ringe von 
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S,T und S = WSWA, T = B-T’B mit AEs = A, BE, = B und 
ganzen A, B. Dann ist auch T) durch Go nach jedem Modul und ausserdem 
total-reell darstellbar. Nach Hilfssatz 66 gibt es also eine Matrix }) mit 
Soo = To. Andererseits ist fir F1 = AGB die Congruenz F;S.F, = F, 
(mod «;) erfillt. Durch genau dieselbe Schlussweise, wie sie im ersten Teil 
zum Beweis des entsprechenden Hilfssatzes 23 verwendet wurde, folgt bei 
geeigneter Wahl von x; die Existenz einer Matrix § mit §’Go§ = To, so dass die 
Zihler aller Elemente von § — #1: durch «6(2)6(%) teilbar sind. Man setze 
% FB = C€. Der Hauptnenner y der Elemente von € ist dann zu « teiler- 
fremd, und es ist © = G, (mod «/y), 

Hitrssatz 68: Es sei der Rang von & kleiner als der Rang von S, 5(S) = a, 
5(X) = 1, (207r)*| x. Ist dann T durch © total-reell darstellbar und ausserdem 
6’SC€ = T (mod x) mit reduciertem ganzen ©, so gibt es ein SG, v S = S; (mod x), 
ein, v = TX, (mod x) und eine reducierte Darstellung €;S,C, = TX, mit ganzem 
©, = € (mod «/27). . 

BeweEts: Es existiert ein SG. v G@ = Se. (mod x), ein T;2vT = T. (mod x) und 
ein reduciertes © mit ©€,G.6. = T2, ganzem yG2, (y, x) = 1 und & = ¢ 
(mod «/2yr); nach Hilfssatz 67 gilt dies nimlich sogar mit © = @., T = T. 
Fir ganzes © bleibt nichts mehr zu beweisen. Es. sei also @: gebrochen. 
Man setze x; = y?"x, wo r den Rang von fT bedeutet. Ferner sei g der Rang von 
S. Nach Hilfssatz 41 gilt 


Sia) MN 
Y’SP = FS; = ( n (mod x) 
EM 
MN MN 


(r) Qt 
= a (mod Ki) 


EM MN 
( N 3 (mod Kk), 


mit unimodularen Bund Q. Wegen ©; G26. = Te. und Ee,G.Ez, = © wird 


(ar) Q 
yg 2 (mod xry~) 


und ©) SG) = Tp (mod xy). Nach Hilfssatz 5 kann man noch voraussetzen, 


dass 
Do 
&G = ( x ) (nod a) 


ist, wo D eine Diagonalmatrix ist, deren Diagonalelemente d,, --- , d, seie0- 
Da ©, gebrochen ist, so sind die Zahlen d,, --- , d, nicht simtlich ganz. Man 
nehme jetzt an, dass d,, --- ,d,-; simtlich ganz sind und mit «, nur solche 


PES PF = Ee, ( ) (mod x1) 


Q’T2D = Ts = ( 


O's, = Es, = 


SEO = G = ( 
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Primidealteiler gemeinsam haben, die auch in 7 aufgehen, dagegen sei fiir d, 
nicht mehr beides richtig. Dabei ist also p eine Rewisse Zahl der Reihe 1, » f 
Und nun wird bewiesen, dass es ein SG, v S = S (mod x), ein Tv t= =f, 
(mod x) und ein reduciertes ©, mit ©; S,€, = Ts, ganzem ysTy, (ys, x) = 1 und 
Gj=6 (mod - 2y47) gibt, fiir welche bei den analog zu dy, --- , d, bestimmten 
Jahlen dt, --- , d; jene Voraussetzung mit p + 1 statt p richtig ist. Hieraus 
dann folgt die Dhawan durch vollstandige Induction. 

Der Beweis wird in zwei Schritten gefiihrt. Zuerst wird der Nenner von d, 
fortgeschafft und sodann aus dem Zahler die in x und nicht in r aufgehenden 
Factoren. Zundichst werde also angenommen, die Zahl d, sei ae 
d, = af, (a, Hot, B\y, (6,«) =1. Setzt man So = (su) (k,l = 1, --- ,q), 


) = (tu)(k, 1 = 1, --- , 7), so ist wegen C5 SoCo = To (mod xy) sath 
(51), Sipdidy = tkp (mod ky") (kK=1,---,p). 
Wegen der Voraussetzung tiber d;, --- , dp sind dann sip, --- , 8»1,,dureh 8 


teilbar und s,p sogar durch 6*. Dabei ist p S r, also p < gq. Aus Hilfssatz 5 
erkennt man die Existenz einer unimodularen Matrix U%-” mit |U| = 
und einer ganzen Zahl s, so dass 


(Spit. +++ Sgr) = (80---0) (mod 8) 


ist. Man wihle nun eine durch 6*x,; teilbare Zahl b ¥ 0 und ein d mit (b?, d) = 
Nach Hilfssatz 1 gibt es zwei Zahlen a, g des Ideals 6! mit ad — b’g = 1. Setzt 
man noch bg = c, so ist ad — be = 1 und die Ideale af, dB, bB—«{*, c8—« 7" 


sind ganz. Ferner sei 
Gm 97 ED MN 
-( ) mn eg x i, 
rT W\ Rn Rn Ger 


a b 
e=(° 4) 
Eine einfache Rechnung zeigt nun, dass }’Go ganz und 


Nm R 
ist, wo D, die Diagonalmatrix mit den ganzen Diagonalelementen 
d,, 27 »Ap1, dd» 


bedeutet und By ganz ist. Ausserdem ist | § | = 1 und BF ganz, BF ganz. 
Die Matrix 


(52) hi = Ge, ™ “ = * se (mod «:8-) 


FIG = fe Y 3 (mod « 6) 


Nm € Nm MN 
hat dann zufolge (50) die ganze Matrix 


(x «) (2 ) 
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eine Reciproke von $1. Da auch 6%: und BFr* ganz sind, so kann 4(§;) in 
Zahler und Nenner keine anderen Primfactoren enthalten als die von 8. Nach 
(52) ist aber 


als Rechtseinheit, es ist also 


(6(%1), mB) = (6(§), mB) = 1, 


also nach Definition von « erst recht (6(§1), 8) = 1 und somit 6(§,:) = 1. 
Nach Hilfssatz 7 gibt es ein unimodulare Matrix 


N 
u = ie a (mod «6-"). 


Setzt man dann (f:l17'B-)’Ss (Fl G2) = Si, PUFT'G:O- = G, so ist 
Cp SiG; = $T,. Ferner ist ©, ganz, 5(Sa) = 5(F1 Ss) = 6(S3) = o, G= 
f’S;8- = S = S (mod x), und da ausserdem S und &, den gleichen Kern 
{ |Gs| } haben und total-reell aquivalent sind, so ist G,v © auf grund von 
Hilfssatz 64. Weiter ist ©, = BC;Q-' = G (mod «/By), Ez, ist eine Rechts- 
einheit von G;, und fiir die Rechtseinheit Ge, = BUFi> Ce,Fillr* P" von 
S gilt €e,€; = ©. Endlich ist 


coe”) MN 


n x) (mod «p-y") 


Uz’PS-GsQ = Fi'G = ( 


D?? MN 


G& = F'G= ( x a (mod x6"). 


Ersetzt man also G: durch G,, © durch ©; und y durch By, so hat die in Analogie 
zu D gebildete Diagonalmatrix die p ersten Diagonalelemente di, --- , dp-1, dp, 
welche simtlich ganz sind. 

Man kann daher jetzt voraussetzen, auch d, sei ganz. Nach Voraussetzung 
ist (d., x) ein Teiler von 7 fir k = 1,---,p — 1. Man setze (dp, m) = % 
mit vy | r und (6, 7) = 1. Nach (51) ist nun 6 ein Teiler von tkp (k = 1, --- , P). 
Day G, ganz und ©, S26, = Te ist, so ist y’5(G2) ein Teiler von-y’r. Andererseits 
ist 


(y76(Gs), mi) = (y'd, --- d;, 1), 


und folglich ist v6 ein Teiler von y’7, also sogar 6? | x1, 6? | tp». Ware p = 7, 80 
ginge 6 in der Determinante | &| auf, also auch in 7; dann muss aber 6 das 
Einheitsideal sein, und der Beweis ist beendet. Es sei also p < °. Man 
verfahre nun ganz entsprechend wie oben bei der Umformung von Gp. Zuniichst 
wihle man eine unimodulare Matrix U{’~”) mit | Ub | = 1 und 


(to41,p °*+ trp) Uo = (80 0 --- 0) (mod 5), 
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sodann vier Zahlen do , bo, Co, dy mit ado — boco = 1 und ganzen apd, dod, bod x7", 
gon. Setzt man dann 


ay bo gE” HN Ero N 
% ” ( d ’ %o - N Uo MN Ry MN 5 
shar MN MN Glr-e-b 
so wird Fo Logo Ganz und 


(p) 
Goto = (= ) (mod «5-), 


wo die ersten p Diagonalelemente der Diagonalmatrix Dy die Werte 
di, +--+, dpa, Ady 


haben und (dod), x1) = vist. Ferner ist éy%o ganz, | §o| = 1, 5% ganz, 5 
ganz. Weiter verlauft die Rechnung genau wie friiher. Man setze 


de: = Gs, bs s) 2 = (% ) Gx, 


und waihle ein unimodulares UU, mit 


i. = i 7 (mod xé-"). 


Fir Ty = (Fell OQ-)’Ts(Fell2* O-), G = PE Fell2* O- gilt dann Tv T = T 
(mod x), ©; = G, (mod «/édy), C,S2G, = Ts, Ce, GiGg, = Gi. Ersetzt man 
q; durch T,, © durch ©, und y durch 6y, so sind in der zugehérigen nach Analogie 
von D gebildeten r-reihigen Diagonalmatrix die p ersten Diagonalelemente 
ganz und haben mit «; keinen Teiler gemeinsam, der nicht in 7 aufgeht. 


10. Darstellungsdichten 


Es seien S und T zwei ganze symmetrische Matrizen von den Rangen q und r. 
Nach Hilfssatz 58 ist fiir jede hinreichend hohe Potenz x = p* eines Primideals p 
die Grosse N r(r+))—-ar A,(S, X=) von k unabhingig. Im Falle r < q werde die 
hicht-negative rationale Zahl 


_ Ad, ©) 
8 ) bese Nxt (rt) 


= d,(S, &) (r<q) 


als p-adische Darstellungsdichte bezeichnet. Es ist namlich Nxi’+» die Anzahl 
der modulo « incongruenten ganzen symmetrischen I mit derselben Rechts- 
anheit €z und Nx die Anzahl der modulo «x incongruenten ganzen € mit 
EE = €, also Nxer4r+) der Mittelwert der A,(, I) fiir variables T. 


Im Faller = q ist es zweckmiissig, in der Definition (53) links noch den Factor 3 
hinzuzufiigen, also 
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A(G, ZT) _ 


(54) lim = d,(S, Z) 


pow 2 Nar e- 
zu setzen. 
Fir beliebiges ganzes x sei p(x) die Anzahl der Primidealfactoren von «, 
Man setze noch zur Abkiirzung 


A,(S, E) 


Nxt rt) 


A,(G, T) 


(55) > Op) Nro—D 


— D&S, z) (r < q) = D&S, T) (r = q). 

Hitrssatz 69: Es set x, ke, --- eine unendliche Folge ganzer Ideale von der 
Art, dass erstens fiir alle | = 1, 2, --- das Ideal x; in ki41 aufgeht, dass zweitens 
jedes beliebige ganze Ideal x in mindestens einem Ideal der Folge aufgeht und dass 
drittens jedes Ideal der Folge mit einem Primidealteiler p zugleich auch alle Prim- 
ideale kleinerer Norm als Factoren enthdlt. Es seien {s} und {t} die Kerne von © 
und Z, und es sei weder g = 2 und —s ein Quadrat noch q = r + 2 und —st ein 
Quadrat. Durchliéuft dann p die nach wachsenden Normen geordneten Primideale, 
so ist 


(56) lim D,,(S, =) = [J d,(G, &); 
1-0 p 
ferner verschwindet dieser Grenzwert nur dann, wenn mindestens ein Factor auf der 
rechten Seite den Wert 0 hat. 
Bewets: Es sei 6(=) = 7. Man wihle 1 so gross, dass 8r* in x; aufgeht. 
Sind dann pi, --- , px die verschiedenen Primidealteiler von x;, so folgt aus (53), 
(54), (55) in Verbindung mit den Hilfssaitzen 58 und 60, dass 


(57) De(G, Z) = II a, (G, ©) 


ist. Das unendliche Product in (56) enthalt aber die rechte Seite von (57) als 
Partialproduct. Man hat also nur noch zu zeigen, dass das unendliche Product 
convergiert, und zwar gegen einen von 0 verschiedenen Wert, wenn alle Factoren 
~ 0 sind. 

Es sei p ein Primideal, das nicht in 276(S) aufgeht. Fiir gerades gq setze man 


—_ 4 iin 4(q—r) 
a= (=") . (2), und fiir gerades gq — r sei b = (=") : (2) (?), 
p p p p p 
Nach den Hilfssitzen 56 und 58 ist dann 


itr-1 


d,(S, T) = (1 — aNp-2) (1 + bN pi) Tl (1 — Np-2) (q gerade, r gerade), 
i=i 


(r-1 


4 ) 
= (1 —aNp-*) [] (1 — Np?) (q gerade, r ungerade), 


i=1 


H(r=1) 
(1 + bNpi-9) TT (1 — Np) (q ungerade, r ungerade), 
i=1 


ir 
I] (1 — Np?) (q ungerade, r gerade) 
t=1 








. der 
itens 
dass 
rim- 
m © 
t evn 
eale, 


f der 


yeht. 
(53), 


’) als 
duct 
toren 


/man 
(=) 
p 
ade), 
rade), 
rade), 


rade) 





iiBER DIE ANALYTISCHE THEORIE DER QUADRATISCHEN FORMEN III 257 


fir r <q. Im Falle r = q hat man rechts noch den Factor } hinzuzufiigen. 
Da die Productdarstellung der Dedekindschen Zetafunction {x(s) des Kérpers K 
fiir s > 1 convergiert, so hat man nur noch die Convergenz der drei Producte 


I a-—a@Nve), [G+ Ne%, [304+ d) 


p p 


an=(2)(2)-6= (22) a= (2) (= mtemai 


wobei p die nach wachsender Norm geordneten zu 275(G) teilerfremden Prim- 
ideale durchlauft; im ersten Falle ist g = 2, im zweiten gq = r + 2, im dritten 
q =r. Dadie Factoren des dritten Productes nur den Wert 0 oder 1 haben 
kénnen, so convergiert es selbst gegen 0 oder 1, und zwar gegen 1 nur dann, 
wenn st eine Quadratzahl ist. Da beim ersten Product —s und beim zweiten 
Product —st nach Voraussetzung keine Quadrate sind, so ergibt der Primideal- 
satz fiir arithmetische Reihen in Verbindung mit dem quadratischen Reci- 
procititsgesetz die Convergenz der Summen 


£(;) rem E(t) ar 


also auch die Convergenz des ersten und des zweiten Productes. 

Um analog zu den p-adischen Darstellungsdichten eine reelle Darstellungs- 
dichte zu definieren, mache man die Voraussetzung, dass der K6rper total-reell 
und © total-positiv ist. Es seien Gy, Tip (1 = 1, --- ,h) die Conjugierten 
von S, T und Eq), --- , Ew die Conjugierten der Rechtseinheit Gy von T. 
Man nehme an, dass T durch © total-reell darstellbar ist, dass also die h Glei- 
chungen X(Sm%w = Ty in reellen Matrizen Xa), ---, X~) lésbarsind. Dies ist 
dann und nur dann der Fall, wenn der Rang r von f nicht grésser als der Rang ¢ 
von S und & ebenfalls total-positiv ist. Man betrachte nun h reelle sym- 
metrische Matrizen 3a), ---,3q@, die den h Bedingungen 32,nEu = 3w 
(| = 1,---,h) geniigen und einer so kleinen Umgebung der Matrizen 


Ta, ---, Ta 


angehdren, dass auch noch die h Gleichungen %;)Sn¥cy = 3 reell lésbar 
snd. Nach Hilfssatz 29 ist T = BV VY mit SE, = B und folglich 
3 = BV Bw, wo die symmetrischen reellen Matrizen 9a), ---, Ya in 
emer beliebigen kleinen Umgebung von Bq), --- , Bw variieren. Die dadurch 
definierte 3-Mannigfaltigkeit Z ist linear und hat hir(r + 1) Dimensionen. 


Bedeutet by, -- , 6, eine Basis des Kérpers, so setze man noch 

Diy = bry Yr + --- + dacmVn (J = 1,---,A). 
Deutet man die h}r(r + 1) unabhangigen Elemente der symmetrischen reellen 
Matrizen Y),,... , Y), als rechtwinklige cartesische Coordinaten eines Punktes, 


90 wird Z auf ein Gebiet Y im 9), --- 2, -Raum abgebildet, das aber noch von 
der Wahl von 8 und der Basis abhingt. 








Sa 
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Hitrssatz 70: Es sei v(Y) das Volumen des Gebietes Y und b = Né(®) die 
Norm der Discriminante von 8. Dann hangt die Grésse 


w(Z) = b'+v(Y) 


nur von Z ab, also nicht von der Wahl von B und der Basis b,, --- , br. 

BeweE!Is: Die h3r(r + 1) unabhingigen Elemente der symmetrischen Matrizen 
Yay,--:, Ya durchlaufen ein Gebiet Yo. Bedeutet d = | diy |? die Kor. 
perdiscriminante, so ist die Functionaldeterminante der Variabeln von 


Yay, te Dn) 


nach denen von 9%,---, Ya, gleich d**+,. Zwischen den Volumina von 
Y, und Y besteht also die Beziehung v(Yo) = d’**+» v(Y). Daher geniigt es, 
zu zeigen, dass der Wert b’t'v(Yo) nicht von 8 abhangt. Alle zulissigen $ 
entstehen nun aus einem festen in der Form $* = RB mit | R | + 0, und fiir die 
zugehérigen Werte y? 1) von Yu gilt KDE Ky = Yao. Dann ist aber 


5(B*) = | KR | 6(B) und andererseits die Functionaldeterminante von 9), nach 
N¢1) gleich | Ri |". Dies lehrt die Richtigkeit der Behauptung. 
Es sei Ge eine Rechtseinheit von © mit den Conjugierten § qa, --- , Fw. 


Die reellen Lésungen Xa, vey Xin) von XSF = Zw (I = 1, cee , h) 
werden noch den Bedingungen §yX(yn€cy = Xi unterworfen. Dann bilden sie 
eine gewisse Z zugeordnete Mannigfaltigkeit X. Setzt man S = A’RY mit 
AEs = A, so erhalt man Xy) = AG} W»Bw, wo Wry die reellen Lésungen von 
W/ Ry Wo = Y)y durchliuft. Durch die Zerlegung 


YW (1 = bin Wr $ +++ $ bien Wh (I = 1, “  h) 
wird X eineindeutig auf ein Gebiet W des QW; --- WY, -Raumes von hqr Dimen- 
sionen abgebildet. Analog zu Hilfssatz 70 beweist man 

Hitrssatz 71: Es sei v(W) des Volumen des Z zugeordneten Gebietes W und 
a = N6(%) die Norm der Discriminante von A. Dann hdngt die Grésse 
w(X) = a"b(W) 
nur von Z ab. 


HiFssatz 72: Es seien o und + die Discriminanten von S und &, ferner d die 
Kérperdiscriminante. Schrumpft das Gebiet Z auf den Punkt Tq), --- , Tw 
zusammen, so ist 





- WX) _ 
= = w(Z) 


Ce dir(r+l)—-har Ng—ir Nei (a-7-lD) 
mit 
q 


k=q—r+1 


Brewets: Man setze wieder S = A’RA und T = BV SB. Die Gleichung 
, 
XySm*¥m = Zw geht dann durch die Substitutionen X) = AGjBWoBw und 
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Rey = Bi Vo Bw iiber in Wy RW = Yi». Bedeutet d¥) das Volumenele- 


ment im Ya) --: Ya -Raum und dW das Volumenelement im Wy --- Wy 
-Raum, so ergeben sich aus den Hilfssitzen 70 und 71 die Gleichungen 

(59) w(Z) = prd-tr(r+) f a¥, 

(60) w(X) = a*bad-t f dQ. 


Nun ist d9) das Product der Volumenelemente dy der h einzelnen 9),z, -Riume 
und ebenso d¥ das Product der d¥&.,. Mit Riicksicht auf Hilfssatz 26 des 
ersten Teiles gilt ferner 
(61) lim fdBWy:fdYw = ci 
Po Vw 

Benutzt man noch die Formeln o = | ® | &(2), 7 = | B| 62(B), so folgt (58) 
aus (59), (60), (61). 

Die durch (58) definierte Grésse soll mit A,(S, T) bezeichnet werden. Sie 
indert sich nicht, wenn © und & durch verwandte Matrizen ersetzt werden. 
Der Quotient 





Rwy [| Vw Mer”. 


A(G, Tf) 
A.(S, Z) 
aus der Anzahl A(@, T) der reducierten Darstellungen von T durch S und 


A,(S, E) mége die Dichte der Darstellung von T durch © heissen. Dass dies 
eine verniinftige Ausdrucksweise ist, zeigt 


d(S, XT) = 


Hitrssatz 73: Es sei f(3qa), --- , 3a) = f(B) eine integrierbare Function im 
Raume Z, x ein ganzes Ideal, T eine natiirliche Zahl und © eine ganze Matrix mit 
GCE; = ©. Es durchlaufe X alle mit € modulo x congruenten Matrizen, fiir 
welche T"X’'SX in Z liegt und EeXEz = X& ist, ferner 3B alle ganzen Matrizen mit 
T"3inZ. Dann gilt fiir T — » die Beziehung 





. hr (r-+1) f (T* X'S) _ thr(r+1) AT —ar is 
(62) lim T+ LAS VED ~ lim T~ Nx LAT 3). | 

Brewers: Die reducierten ¥ = © (mod x) bilden ein Gitter, dessen Funda- 
mentalbereich aus Nx* Exemplaren des Fundamentalbereiches des Gitters 
aller ganzen reducierten ¥ besteht. Ist andererseits S = MRA, T= B’BOG 
mit ganzen A, B und ACs = A, BEe = B, also X = AWS, so wird der 
Fundamentalbereich des Gitters der ganzen Y von Né-"(A)N62(B) Exemplaren 
des Fundamentalbereiches des Gitters der ganzen reducierten X geliefert. 
Endlich wird durch die Zerlegung Wyn = bun Wi + «++ + bac W die Abbildung 
des Gitters der ganzen 9 auf das Gitter der ganzen rationalen Y&,, --- , Wh 
hergestellt. Bedeutet dw das Volumenelement des @; - - - ¥&j,-Gebietes W, so 
gilt nach Definition des bestimmten Integrales die Formel 


T>0 


(63) lim site f(T7%'SX) = Ne“ ab? [ f(B’R' RBH) dw, 











ee 
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wobei auf der linken Seite ¥ dieselben Matrizen durchlauft wie in (62) und 
a = Né(A), b = Nb(¥) gesetzt ist. Ebenso folgt 


(64) lim Thar (r+) + AT“ = prt [ 108) dy, 


T—0 3 
mit dem Volumenelement dy des Gebietes Y. Verwendet man nun (63) mit 
f(3):A,(G, 3) statt f(8), so folgt aus den Hilfssitzen 70, 71, 72 durch Vergleich 
mit (64) die Behauptung. 


ZweEITES CaPITEL: Der HavprTsatz 
11. Formulierung des Hauptsatzes im total-positiven Fall 


In diesem ganzen Capitel mit Ausnahme des letzten Paragraphen soll voraus- 
gesetzt werden, dass der Kérper total-reell und © total-positiv ist. Es bedeuten 
d(S, XZ) und d,(S, T) die in §10 erklarten Darstellungsdichten; ferner ist E(S) 
wie in $5 die Ordnung der Einheitengruppe von ©. Die Range yon S undT werden 
mit g und r bezeichnet. Die Zahlen f(©, ©) = f definiere man durch f = 1 fiir 
q>rt+i1f=ftrg=rt+1Lf=2“firg=r=1,f = 2°" firg=r>1. 

Satz I: Es seien S,,--- ,S, einvolles System von Représentanten der verschie- 
denen Classen des Geschlechtes von S. Durchléuft p die sémtlichen nach wachsenden 
Normen geordneten Primideale, so ist 





d(G, E) d(S,,E), 1 ei: 
©) “Fey t+ Re) RED tt HE) TIED 


Es soll noch der Specialfall 6 = T besonders formuliert werden. In diesem 
Falle ist A(S,;, T) gleich E(G) oder 0, je nachdem SG; mit S aquivalent ist oder 
nicht. Man erhalt also eine Formel fiir das Mass 


1 1 
~ EG) tT + HE 
des Geschlechtes von ©, nimlich 
Satz II: Es ist 


(66) M(S) 


A,(S, S) M(S) = f"[] dG, S). 
p 

Der Beweis besteht aus einem arithmetischen und einem analytischen Teil. 
Im arithmetischen Teil driickt man in Verallgemeinerung eines Ansatzes von 
ane 5 oe a as durch das Mass von symme- 
trischen Matrizen aus, welche kleineren Rang haben als S, und macht eine ana- 
loge Umformung fiir den Ausdruck A,(S, &):E,(S). Indem man vollstindige 
Induction anwendet, kann man dann fiir jenes Mass Satz II benutzen und 
erhalt die Aussage von Satz I bis auf einen von f= unabhingigen Factor auf der 
rechten Seite. Die Bestimmung dieses Factors selbst erfolgt im analytischen 
Teil nach der bekannten Methode von Dirichlet. 


Eisenstein die Summe 
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12. Erganzungen 


Ist 6’/SC = T eine reducierte Darstellung von T durch S, also E-CEz = GC, 
und I die zu Eg gehérige Reciproke von Tf, so soll die symmetrische Matrix 


(67) §H = S — SETC’S 
zur Darstellung adjungiert heissen. 


Hitrssatz 74: Sind q, r die Range von S, I, so hat die adjungierte Matrix 
den Rang q — Tr. 

Bewels: Es ist HEg = H, HE = NR, also H(E — Es, ©) = N. Da die 
Matrix (E — Ge, ©) nach Hilfssatz 53 den Rang m — q + r hat, wo m die 
Reihenanzahl von © und § bedeutet, so hat 5 héchstens den Rang gq — r. 
Andererseits ist © + SCT—“C’S = GS, und die Matrix SCI—C’S hat héchstens 
den Rang r von T—. Da nun der Rang der Summe zweier Matrizen héchstens 
gleich der Summe der einzelnen Range ist und S den Rang gq hat, so ist der Rang 
von § mindestens g — r. Hieraus folgt die Behauptung. 


Weiterhin werden in diesem Paragraphen nur primitive Darstellungen be- 
trachtet; es ist also 6(€) = 1. Eine ganze Matrix % heisse Ergdnzung von G, 
wenn BW’HS = G1 ~ H und EeBEg, = Bist. Aus dieser Definition folgt, dass 
speciell 8 = EeEg eine Erginzung von € ist. 

Hitrssatz 75: Es sei 9 adjungiert zur primitiven reducierten Darstellung 
USC = T und B eine Erginzung von ©. Setzt man 


o 
(Y)=A%, CSV=H, BWHEV=GHi, i ) = R, 
N Es, 


$0 ist 
/ / _* N 
SA = R ( n 7 R. 


Bewets: Es ist 


*(y 3)e=(a eye Bn (2 a ) 
Nm G/°  \OD’ G/N G./° \Q’ G+OTO 
= ce C'S 
~ (BSE BSB 


Hitrssatz 76: Es ist 5(S) = 6(H)6(Z), und fiir ganzes S ist 6(X)H ganz. 

Bewets: Der zweite Teil der Behauptung folgt wegen (67) aus Hilfssatz 19. 
Man setze 8 = GoEs5. Wegen HE = G ist dann Ege = Eg, also BW? = B 
und (8) = 1. Setzt man noch (CB) = Y%, so gilt wegen HE = N, EGC = N 


die Beziehung 


(68) X= (Ez — B, ¥) e 2) 


) = (€B)’S(CB) = ASA. 
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Cc MN : 
Nach Hilfssatz 74 hat - “ den Rangq. Ferner hat die Matrix (Ez — &, 8) 
wegen der Gleichungen Ge(Ce — B, B) = (ECs — B, B) und 


(69) (G.- 8,8) ("* 5») = Ge 


Eo-BMN\._. i ia Cc NR 
ebenfalls den Rang gq. Da (, 7 Linkseinheit von se 3) und Rechtseinheit 


von (Cg — %, B) ist, so ergibt Hilfssatz 16 aus (68), dass 2 den Rang q besitzt und 
6(X) = 6(Es — B, B) ist. Aus (69) folgt aber die Gleichung 6(€> — B, B) = 1, 
und somit ist 2{ primitiv. 

Nach Hilfssatz 75 wird jetzt 


hee Te 
_ 9 IC. _ / 
(70) NSA = R ( n >) R 
<Q i 
mit R = Co “a OQ = C'SE,. Da dann 


n=(§ fe af 
~ An G/\R Gs 


. {E Q ‘ ; , — 
und die Matrix ( ) unimodular ist, so besitzt 9% denselben Rang q wie die 


N E 
x" & 
Matrix ), und es ist 6(R) = 6(Z). Ausserdem ist die Linkseinheit 
$2 gT-1 9 : 
ey My ) von % zugleich Rechtseinheit von ( n 7): Da auch noch € 


Linkseinheit von 2 ist, so folgt aus (70) nach Hilfssatz 16 die Beziehung 
ct PN 
— 6(S—)8 
DR o)®) = HODAEAS) 
und hieraus nach Hilfssatz 18 die Behauptung. 
HiFssatz 77: Eine ganze Matrix 8 mit B’'HB = Hi, EeBEs, = B ist dann 
und nur dann Ergdénzung von ©, wenn (CB)'S( CB) ~ S ist. 
Brewers: Man setze (CB) = A. Dann ist EoA% = A. Wenn SB Erganzung 


von € ist, so ergeben die Hilfssitze 16, 74, 75, da die Matrix i bs ) vom 


Range g Linkseinheit von # = be a ) = ‘ eee i mit Q = C'S3 
-1 


N ve ist, dass %’SA den Rang q besitzt 


&(MN)5(S) = 6(A’SA) = 6(T)4(D.) 


gilt. Wegen S: ~ © ergibt Hilfssatz 76 die Primitivitat von Y. Fir W'S = 
© ist dann aber auch Y’"'S, A" = S, also G1 ~ S. 


P(M)5(S) = a(W’'SA) = (ae 


und zugleich Rechtseinheit von 


und dass 
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Jetzt werde umgekehrt ©: ~ © vorausgesetzt. Wegen 6(S) = 6(G,) = 
§*(4)6(S) ist dann zundchst % primitiv. Aus der Formel 
x” @ 
- SS, = KR’ 
(7 1) Si ( MN od R 


folgt weiter, dass der Rang von §, nicht kleiner als q — r ist; nach Hilfssatz 
74 ist er also genau g — r. In Verbindung mit Hilfssatz 76 liefert dann (71), 
dass 6(:) = 6() ist. Setzt man noch EgB = Bo, so ist wegen 6(H,) = 
§(B)6(H) die Matrix Bo primitiv und = BiG: Bs", also $1 ~ . 


Hitrssatz 78: Es sei Bo eine feste Ergdnzung von © und So) = Bh HBo. Man 
erhiilt alle Erginzungen genau einmal durch 


wo W alle ganzen Matrizen mit B’HoW = Hi ~ Ho, Es, WEs, = W und F 
alle ganzen Matrizen mit Ez ¥Eg, = F durchlaufen. 

Bewels: Ist 8 eine Erginzung von G, so setze man (CBo) = %o, (CB) = A. 
Da % und & die gemeinsame Linkseinheit G¢ haben, so ist die Gleichung 
Yo = Anach Hilfssatz 15 lésbar, und zwar eindeutig unter der Nebenbedingung 


Ex MN 
( 5 )tn% 


Da % und & primitiv sind, so ist auch ¥ = %>'% primitiv. Setzt man 
x, % 

{= * > so erhailt man zur Bestimmung von %,, X2, ¥3, Xs die 6 Gleichungen 
AZ 4 

CX, + BoXs - G, CX, + BoXs = %, Cski = Xi, CzXo as Xe, Eg,%Xs - Xs, E5,% = X%. 

In diesen Gleichungen treten die beiden Paare ¥,, ¥; und %2, X%, nur getrennt auf. 

Da nun die Gleichungen fiir ¥1, Xs die Lésung X, = Gz, ¥; = MN haben, so ist 

dies wegen der Eindeutigkeit die einzige Lésung. Setzt man noch X% = §, 

4 = B, so ist also B = CF + BW, EeF = F, Eo, W = W. Wegen HE = N 

gilt fir S: = BHB auch Hi = (BW)’H(Bo.W) = W'S ®W. Endlich ist 


* Je Rechtseinhe; Gs - 
Qn Ge, eine Rechtseinheit von Y%, also auch von ¥ = gy)? Woraus dic 


Gleichungen Fg, = F, WEs, = W folgen. 

Jetzt ist umgekehrt zu zeigen, dass durch (72) auch nur Erginzungen geliefert 
werden. Wegen (8’G)¥8 = G1 ~ Gp, Es, WEs, = W ist dann BW primitiv, 
wegen G §E5, = F ist auch 


eG D-(E ME 2) 
ce nN BW) \N BW/\KR Es, 
prmitiv. Mit (CB) = %, (CB) = A gilt ferner nach (72) die Gleichung 
4% = %. Da die Linkseinheit tony M ) von ¥ zugleich Rechtseinheit von %o: 
‘ Do 
t, 80 ist auch Y primitiv. Hieraus folgt ASA ~ S. Da auch BSB = H. - 


und e BE5, = B gilt, so lehrt Hilfssatz 77, dass B in der Tat eine Erginzung 
von € ist. 
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Aus der Gesamtheit aller Erginzungen von € sollen nun gewisse herausge- 
griffen werden, die dann normiert heissen. Man gehe aus von irgend einer 
Erginzung %, und setze noch Q; = @’OB, Gi = Bi HoB1, wo GH = S - 
SGI C'S zur primitiven reducierten Darstellung €’SC = T adjungiert ist, 
Nach Hilfssatz 78 ist dann 8 = CF + BW die allgemeine Erginzung, mit 
ganzen §, BW, WOW = H~ Hi, Ey, WE, = BW, GFE, = F. Es wird 
QO = CSS = TF + VW. Zunachst kann man nun durch geeignete Wahl 
von WW erreichen, dass © = Y’H,Y ein vorgeschriebener Reprisentant der 
Classe von §, ist. Es sei bereits §, dieser Reprisentant. Ist dann auch 
© = Hu, so ist W wegen E,WE, = W eine reducierte Einheit von und umge- 
kehrt. Man denke sich jetzt fiir YW eine dieser E(G) reducierten Einheiten 
beliebig gewihlt. Um nunmehr das noch willkirliche § zu fixieren, stelle man 
folgende Betrachtung an. Zwei Matrizen 2t,, Dt: aus der Menge aller ganzen 
Matrixen M mit G;ME,g = M heissen nach dem Linksmodul FT congruent oder 
derselben Restclasse angehérig, wenn T(Nti — Mee) ganz ist. Nach Hilfssatz 
15 ist dann My = Ni + TF und EzFEsg = F mit eindeutig bestimmtem ganzen 
#. Aus jeder Restclasse modulo T denke man sich einen Reprisentanten 
festgelegt. Jetzt kann man das oben noch beliebige § durch die Forderung 
eindeutig bestimmen, dass Q = T¥ + O,W bei festgehaltenem YW gerade der 
vorgeschriebene Reprasentant seiner Restclasse moduloT sein soll. Jede der auf 
diese Weise gebildeten Erginzungen 8 = C¥ + BW soll normiert heissen. 


Hitrssatz 79: Die Anzahl der normierten Ergdnzungen von © ist gleich der 
Ordnung der Einheitengruppe der adjungierten Matrix S — SCT C'S. 

Brewers: Die Anzahl der Y&, welche bei der Definition der normierten 
Erginzungen 8 = C§ + BW zulassig sind, war die Ordnung der Einheiter- 
gruppe der adjungierten Matrix; und § ist zu jedem YW eindeutig fixiert. An- 
dererseits ist 

Ez =) 
MN BW)’ 


also das Paar §, YW durch B eindeutig festgelegt. Folglich liefern die E(9) 
Paare §, W tatsichlich E() verschiedene normierte B. 


Hitrssatz 80: Die Anzahl der Restclassen, in welche die ganzen Matrizen 
mit EZMEsg = M nach dem Linksmodul T zerfallen, ist endlich. 

Bewets: Man setze 6(T) = r. Nach Hilfssatz 19 ist dann rZ—! ganz. Dem- 
nach ist die Matrix T—(M, — Ne) sicherlich ganz, falls Mt, = Me (mod 7) gilt. Bs 
ist aber auch schon die Anzahl der Restclassen der 9 nach dem Modul r endlich. 


(68) = (68, ( 


13. Adjungierte Geschlechter 
Man betrachte nun simtliche primitiven reducierten Lésungen © von 
©’SC = &, fir welche die adjungierte Matrix S = S — SCI" C'S en und 
derselben Classe angehort, also einem festen Classenreprisentanten aquivalent 
ist. Die Anzahl dieser € sei C(S, §); sie hangt natiirlich auch noch von I ab. 
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Ju jedem © wihle man eine normierte = sige %, was nach Hilfssatz 79 


auf genau E() Arten geht, und setze (CS) = A, C'SB = Q. Dann ist also 
YB = H und 

ny O : :, 
(73) ind + pee = Y’SA ~ S. 


Die dabei entstehenden Q sind vorgeschriebene Reprisentanten ihrer Restclasse 
modulo . Ihre Anzahl werde mit D(S, $) bezeichnet; auch sie hingt noch 
von T ab. 


Hurssatz 81: Zwischen den Anzahlen C(S, H) und D(S, H) besteht die 
Beziehung ; 


(74) C(S, H) E(H) = DG, H) E(S). 

Bewels: Es ist C(S, $) E(G) die Anzahl der AY = (CB) mit primitivem 
reducierten €, C’SC = FT, S — SCT C’S ~ H und normierter Ergiinzung B. 
Sind %; und Y%. zwei Werte von Y, die dasselbe © liefern und nicht nur dasselbe §, 
so gilt nach (73) die Gleichung A; SA, = A,SY%,, und folglich ist %,%Aj! = & 
eine reducierte Einheit von ©. Da %, und Y%2 auch die gleiche Rechtseinheit 


be 7 ) besitzen, so ist W% = R%,. Setzt man umgekehrt %, = KY, mit einer 
§ 


beliebigen reducierten Einheit ® von G, so ist A;S%. = A} S%As, und folglich 
gehort zu %; und % dasselbe Q. Dieses zeigt, dass die Anzahl der % genau 
E(S)-mal so gross ist wie die Anzahl D(S, ) der Q, also die Richtigkeit von 
(74). 


Bei festgehaltenen T und  bilde man nun ein volles System nach dem Links- 
modul T incongruenter Q mit E;QEg = Q, fiir welche 


. T OQ 
( ad 
” ta $+ 0'%3 ‘9 es 
ist, und bezeichne ihre Anzahl mit F(G, §). 
Hivrssarz 82: Sind G1, --- , S,. Reprisententanten der verschiedenen Classen 
des Geschlechtes von S, so gilt 
6 CG, 6), , CS, $) _ FG, 9) 
EG) E(S,) E($) 
Brewers: Nach Hilfssatz 81 ist 
(7) CS, S) _ DIG, 9) 
E(S) E($) 


Nach Hilfssatz 77 ist DG, 9) , wie (73) zeigt, zugleich die Anzahl der modulo > 


ineongruenten Q mit 6 OEs = Q, fiir welche die linke Seite von (75) mit S 
‘iquivalent ist. Daher gilt 


DG, ) + — Tv D(S,, $) ana F(S, $), 
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und durch Summation von (7 7) iiber die Classen des Geschlechtes von & folgt 
die Behauptung. 

Hitrssatz 83: Fir $, v H ist F(S, Hi) = F(G, H). 

Bewets: Es sei 6(6) = o und x = (2¢)8. Nach Hilfssatz 65 gibt es ein 
H2 ~ Hi mit H = H (mod x) und Es, = Eg. Da die Gréssen D(S, ) und 
infolgedessen auch F(S, ) sich ihrer Definition nach nicht dndern, wenn § 
durch eine fquivalente Matrix ersetzt wird, so geniigt es, die Behauptung 
fiir He statt H, zu beweisen. Es sei Q eine Lésung von (75), also 


= OD 
(78) Y= e 6 + ae v S. 


Setzt man nun 


£ © 
%=(6 6407-0) 


so ist Ve = V(modx). Mit R = (5, “¢ gilt ferner 
N Eg 


jz" 8 a ees 
(79) B= %(%, >) B= (4, >.) 
dabei wurde benutzt, dass auch 2 die Rechtseinheit €g besitzt. Wegen 
Ho v H sind H2 und H total-reell aquivalent und haben denselben Rang, denselben 
Kern und dieselbe Discriminante. Aus (79) folgt nun das gleiche fiir B, und &. 
Mit Riicksicht auf (78) ergibt Hilfssatz 64 die Verwandtschaft von ¥ mit &. 
Die Lésungen Q von (75) sind also dieselben fiir $ und $2, und hieraus folgt 
die Behauptung. 


Nach Hilfssatz 83 ist bei festen G und T die Lésbarkeit von (75) nur von 
dem Geschlechte von § abhingig. Aus den Hilfssaitzen 40, 74, 76 folgt, dass 
fiir das Geschlecht von § nur endlich viele Méglichkeiten bestehen. Nach 
Hilfssatz 75 ist  total-positiv, weil S es ist. Jedes Geschlecht fiir 5 von der 
Art, dass (75) lésbar ist, mége zu © und T adjungiert heissen. Wie in (66) 
werde mit M() das Mass von © bezeichnet, also die Summe der reciproken 
Werte der Ordnungen fiir die Einheitengruppen der einzelnen Classen des 
Geschlechtes von §. Ferner bedeute B(G, &) die Anzahl der primitiven 
reducierten Darstellungen ©’G€ = &. 


Hitrssatz 84: Durchliuft © ein volles System von Reprdsentanten der ver- 


schiedenen zu S und T adjungierten Geschlechter, so ist 





BS, Z) B(S,, E) 
(80) = ++ + ——2— = 0 F(S, H)M(H). 

Brwels: Man summiere die Formel (76) von Hilfssatz 82 zuniichst tiber alle 
Classen des Geschlechtes von ©. Mit Riicksicht auf Hilfssatz 83 und die 
Definition von M() erhalt man auf der rechten Seite gerade den Ausdruck 
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F(S, ©)M(S). Summiert man dann weiter tiber die verschiedenen adjun- 
gierten Geschlechter, so entsteht rechts die rechte Seite von (80). Da an- 
dererseits C(S, ) die Anzahl derjenigen primitiven reducierten Darstellungen 
von durch S bedeutet, fiir welche die adjungierte Matrix in der Classe von 
liegt, so ist die iiber alle Classen erstreckte Summe der C(S, ) genau gleich 
B(S,Z). Demnach geht bei der ausgefiihrten Summation auch die linke Seite 
von (76) in die von (80) iiber. 


14. Erganzungen modulo «x 


Es sei 6(S) = o, 6(Z) = 7, (207)* | x und T durch © total-reell darstellbar. 
Zu jeder modulo «x primitiven reducierten Darstellung ©’6€ = T (mod x) 
gibt es nach Hilfssatz 68 ein Sp v S = Sp (mod x), ein T) v T = Tp) (mod x) und 
eine reducierte Darstellung €)G Go = Xo mit ganzem © = C (mod x/2r). 
Wegen 6°(G)/6(Zo) = 7 und (6(G), «/27) = (6(G), «/27) = 1 ist dann G 
primitiv. Man bilde die adjungierte Matrix ) = Go — GoGTz'CjSo und 
setze noch § = S — SCT C'S. 

Hitrssatz 85: Es set q der Rang von © und (207%)*| x. Dann gibt es eine 
Darstellung BSB = Ho (mod x) mit EsBoEs, = Bo. 

Bewets: Es sind 7=-' und 73>! ganz. Aus ZT = Tp (mod x) folgt also 

TI,, = €,T>'(mod «/7?). 
Wegen © = & (mod x«/27) wird dann 
GI4€ = CTC, = CT7AG, C) = CE_IP'C, = CIP C, =GITF'C; (mod x/27’), 
(81) § = Do (mod «/27?). 


Nun ist ro ganz und 6(G) = «7. Aus (81) folgt bei Benutzung der Hilfs- 
sitze 59 und 60 die Lésbarkeit von ¥’HX¥ = Ho (mod x). Die Matrix B = EsXEzg, 
leistet dann das Verlangte. 


Eine ganze Matrix % heisst Ergdnzung von € modulo x, wenn es ein $i v Ho 
mit BB = H, (mod «/r) und E-BEs, = Bgibt. Die Existenz von Ergiin- 
aungen wird von Hilfssatz 85 gezeigt. Analog wie Hilfssatz 75 beweist man 


Hitrssatz 86: Es sei B eine Ergdnzung von © modulo x. Setzt man 


, ~~ Q 
(68) = 4, SY = ( )- 
B= 0, (5 g_) = ¥ 0 it 
) as ee * 
A’'SA = MR Nn Gi 9 (mod «/z). 


Hitrssatz 87: Die Matrix Y = (CQ) ist primitiv modulo x. 

Bewis: Die rechte Seite von (82) hat den Rang q und die Discriminante oc, 
die ein echter Teiler von x/7 ist. Also kann der Rang von Y% nicht kleiner als q 
“mn; wegen 5% = YWist erdann genaug. Nach (82) wird ferner 


(P(M)o, «/7) = (6(A'SA), «/r) = (0, x/7) =, 
also (6(2), k) = 1, 
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Hitrssatz 88: Es sei B, eine feste Ergdinzung von © modulo «x und Bi HB, = 9, 
(mod «/r), Hiv Ho, EoBiEs, = Bi. Man erhdlt eineindeutig ein volles System 
incongruenter Ergdnzungen von © modulo « in der Form 


(83) S$ = CF + BW (mod x), 


wo X alle modulo x incongruenten ganzen Matrizen mit W’H,W = H2 (mod «/7), 
H2v Ho, Eo, WE, = W durchlauft und F alle modulo x incongruenten ganzen 
Matrizen mit Ez FEg, = B.- 

Bewets: Es sei $ eine Ergiinzung von € modulo « und (CB) = A, (CB,) = A. 
Wie beim Beweise von Hilfssatz 78 folgt 


—] Es o1 
aa= (FB) 
mit gewissen Matrizen §; und ¥,, deren Nenner y nach Hilfssatz 87 zu « teiler- 
fremd sind. Dann ist also 8 = C%i + BW, Gh = t, Eo Wi = B. 
Ferner ist noch 8’ = H2 (mod «/r) mit G2» Ho, EgBEs, = B, also auch 
dig, = Fi, Wis, = Wi, und wegen HE = SE — SET C'SC = M (mod 
x/r) wird 


(84) He = (CF + Bi Ws)’ H( CH: + BW) = Wi H:W (mod «/y?7). 


Bestimmt man nun zwei ganze Matrizen §, W mit § = F: (mod «/y), B=B 
(mod «/y), 5, WEs, = W, EzFEs, = F, so ist in der Tat (83) erfiillt, und 
zugleich ist W’H,YW = He (mod «/r) auf grund von (84). Aus der Congruenz 


—s. 
t= a (Gt £) (mod x) 


ergibt sich nach Hilfssatz 87, dass incongruente Paare §, 2 auch incongruente 
% liefern. 

Ist umgekehrt W’O,Y = G2 (mod «/r), H2v Ho, E5,WEs, = W und 
Gr FEs, = F mit ganzen MW, §F, so gelten fiir die Matrix B = CF + BW die 
Beziehungen EgBCEg, = B und 


B'HB = (BiW)’H(BiW) = W’H:W = H2 (mod «/7), 
also ist 8 Erginzung von € modulo x. 


Jetzt kénnen die normierten Erginzungen modulo « definiert werden. Da 
Matrizen desselben Geschlechts nach jedem Modul Aquivalent sind, so kann 
fiir das ©, von Hilfssatz 88 eine beliebige Matrix des Geschlechtes von $v 
vorgeschrieben werden. Gehért dann zu 8 = CF + BW (mod x) dasselbe 
H1, so gilt W’H:W = H: (mod «/r7) mit Eg WEs, = BW, also ist W eine reducierte 
Einheit von §; modulo x/r. Das Umgekehrte ist auch wieder richtig. Nun sel 
eine solche Einheit {% modulo « fest gewihlt. Um auch § modulo « zu fixieren, 
betrachte man den Ausdruck Q = @’GB = TF + QW (mod x) mit Qi = 
©’SB,. Man kann § benutzen, um Q in einen vorgeschriebenen Repri- 
sentanten seiner Restclasse modulo © iiberzufiihren. Da aber die O nul 
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modulo x untersucht werden sollen, so ist § durch die eben gestellte Forderung 
nicht eindeutig bestimmt. Es gibt unter ihnen soviel modulo « incongruente 
Matrizen, als es Lésungen der Congruenz TX = Mt (mod x) unter der Neben- 
bedingung GgXEg, = X gibt. Unter Benutzung der Hilfssiitze 5 und 6 folgt 
fir diese Anzahl der Wert Nr*’, wo q, r die Ringe von ©, T bedeuten. Die 
mu den festgelegten §, W gehdrigen B modulo « sollen normierte Ergdnzungen 
von © heissen. Beachtet man, dass die Anzahl der mod «x incongruenten 
reducierten Einheiten von §; modulo «x/r kurz mit E,(7,) bezeichnet werden 
kann, so folgt 


Hurssatz 89: Die Anzahl der incongruenten normierten Erganzungen von € 
modulo x ist Nr? E, (7). 


15. Adjungierte Geschlechter modulo «x 


Die im vorigen Paragraphen gemachte Voraussetzung (207?) | x werde auch 
weiterhin beibehalten. Jeder* modulo « primitiven reducierten Darstellung 
s’6€ = T (mod x) wurde in der folgenden Weise ein Geschlecht zugeordnet. 
Man bestimme nach Hilfssatz 68 ein Gov GS = Sp (mod x), ein TvT = Tp 
(mod x) und eine reducierte Darstellung €)G)G. = Tp mit ganzem G& = C 
(mod «/2r) und setze Sp = So — SoGTp'CGo, H = S — SCTC'S. Eine 
ganze Matrix 8 wurde dann Ergdnzung von € modulo x genannt, wenn es ein 
mit 9 verwandtes §; von der Art gibt, dass 8/68 = §, (mod «/r) und 
€-BE;, = Bist. Es soll jetzt gezeigt werden, dass das Geschlecht von Ho 
eindeutig durch die Restclasse von € modulo « bestimmt ist. 


Hitrssatz 90: Es seien SG: v So = GS; (mod x), T1vT) = TZ (mod x) und 
GSoC) = To, C{S,C, = TX, zwei primitive reducierte Darstellungen mit G& = © 
(mod «/27). Dann sind die adjungierten Matrizen Sp = So — So GTI! €}So 
und $, = S — S, GTz? Cj S, miteinander verwandt. 

Beweis: Analog zu (81) folgt zunichst die Congruenz 


(85) Go = Hi (mod «/27’). 


Man wihle sodann zu ©) und ©, die speciellen Erginzungen 8) = €¢,€5, und 
%, = G,G5,. Setzt man noch 


(GB) = %, (GB) = %, CSoBo = Do, 


/~ Zo Do Ti Qi 
iy <2) = — = 
iew=o, (Cg g)-% (F @)-™ 
% gelten nach Hilfssatz 75 die Gleichungen 
\~ , ye MN , , 2° MN 
(86) A Soo = Ry ( n me Ro, A,S:% = R, ( n =) Ri. 


Wegen S ve sind diese beiden Matrizen total-reell aquivalent und stimmen 
™ Rang, Discriminante und Kern iiberein. Dasselbe gilt fiir Tp und &1, also 
vegen Ep" = Ty'TTy* und Tj? = TT,Tz" auch fiir T]’ und Tj. Aus 
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(86) folgt jetzt, dass auch $o und §, gleichen Rang, gleichen Kern, gleiche 
Discriminante haben und total-reell aquivalent sind. Da die Discriminante 
or ist und 7, 7H: beide ganz sind, so folgt aus (85) mit Benutzung von 
Hilfssatz 64, dass Ho v H; ist. 

Das durch die Restclasse von © modulo «x eindeutig bestimmte Geschlecht 
von po soll adjungiertes Geschlecht modulo x heissen. Man wihle irgend einen 
Reprisentanten §; dieses Geschlechtes. Von allen B,(S, E) primitiven redu- 
cierten Darstellungen von T durch © modulo x, die incongruent sind, greife 
man diejenigen heraus, fiir welche §, dem adjungierten Geschlecht angehért. 
Ihre Anzahl sei C,(S, $:). Bestimmt man fiir jede von ihnen die simtlichen 
incongruenten normierten Erginzungen, so erhalt man nach Hilfssatz 89 genau 
Nrt"E,(781)C,(S, $1) modulo «x incongruente Matrizen 2% = (CQ) mit fol- 
genden drei Eigenschaften: Es ist €’@€ = T (mod x) eine primitive reducierte 
Darstellung; es ist B’(S — SCTCUS )B = ; (mod «/r) mit EgBEs, = Y; 
es ist C’SB = Q (mod x), wo Q = ErOEs, einen festen Reprisentanten 
seiner Restclasse nach dem Linksmodul T bedeutet. Wie bei Hilfssatz 81 wird 
nun jene Anzahl noch auf eine zweite Art berechnet. 


Analog zu (73) gilt jetzt 


x re) ; 
(87) bes 6490 io) W’SA ~ S (mod x) 
mit § = BSB — O’T"O, und dabei ist H = Hi (mod «/r), HEs, = G. 
Wie beim Beweise von Hilfssatz 81 folgt hieraus mit Riicksicht auf Hilfssatz 87, 
dass die Anzahl der % genau #,(S)-mal so gross ist wie die Anzahl der in (87) 
méglichen incongruenten Paare 2, . Dabei ist fiir $ = ’ vorgeschrieben, 
dass § = H; (mod «/r) und HEg, = Hist. Nun zeigen aber die Hilfssitze 59 
und 60, dass fiir jedes diesen beiden Bedingungen geniigende § die Congruenz 
(87) bei festgehaltenem Q deswegen lésbar ist, weil sie es fiir den Modul «/r 
statt x ist. Aus Hilfssatz 41 folgt weiter, dass die Anzahl der modulo « incon- 
gruenten unter jenen § den Wert N7#(¢- ("+ besitzt. 

Bei festgehaltenen T und §; sei F,(S, $1) die Anzahl der nach dem Linksmodul 
T incongruenten Q mit E;O €s, = Q, fiir welche 


( a DQ 
QD’ G1+ O'TI'D 
ist. Aus dem Vorhergehenden folgt dann 


(88) 


) ~ S (mod x) 


HiutFssatz 91: Es ist 


C.(S, 1) = Neher) (@-r—-1) F.(S, F.(S, D1) 
~ ECS) | Es) 


Hitrssatz 92: Die zu S wnd X adjungierten Geschlechter fallen mit den ad- 
jungierten Geschlechtern modulo x zusammen und es gilt 


(89) F(S, $) = F(S, $). 
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Bewets: Es sei das Geschlecht von § zu ©, T adjungiert. Dann gilt also 
(75). Nach Hilfssatz 65 existiert ein S) = S (mod x) mit Eg, = Ez und ein 
primitives reduciertes 2 mit 

( = D 
XY’ $4 0’T "0 
Setzt man A = (CB), so ist C’SoC = TF, also @’SC = T (mod x), und 
H = Bi (So — SoCT7C'So)B ~ So — SCT C'S. 
Daher ist S im adjungierten Geschlecht modulo « gelegen. 

Es sei umgekehrt § dem adjungierten Geschlecht modulo « angehdrig. 
Dann gilt (88) mit 5 statt Hi, es ist also 
( T D 

QD’ $4 0'T 10 
Bestimmt man dazu ein Gy v S = Sp (mod x), ein T) v T = Ty) (mod x) und eine 


reducierte Darstellung €;G.G) = To mit CG = C (mod «/2r), so ist G v 
Sp — S Gr’ C5 So =H). Setzt man noch €e,€5, = Bo, C SoBe = Qo, soist 


0 Qo 4 Pt To D 
(91) (C,B,)’ o(GoBo) = & ae 9 


Fiir die linke Seite von (90) gilt andererseits die Zerlegung 


oo &- (0 See ert. ole a) 


Aus (91) und (92) folgt analog wie beim Beweise von Hilfssatz 90, dass ©; und © 
gleichen Rang, gleiche Discriminante, gleichen Kern haben und total-reell 
iquivalent sind. In Verbindung mit (90) zeigt dann Hilfssatz 64, dass S; dem 
Geschlechte von © angehért. Folglich gilt (75), und das Geschlecht von 
ist zu S, T adjungiert. 

Da in den beiden vorhergehenden Absiitzen Q festgehalten wurde und modulo 
Z incongruente Q erst recht modulo x incongruent sind, so folgt auch die 
Richtigkeit von (89). 


) = W'S, A. 


(90) ) = (€B)’S (CB) (mod x). 


Indem man die Formel von Hilfssatz 91 iiber alle adjungierten Geschlechter 
summiert und Hilfssatz 92 anwendet, folgt 


Hitrssatz 93: Durchliuft © ein volles System von Représentanten der verschie- 
denen zu S und & adjungierten Geschlechter, so ist 


BAG, B) _ yy very 7 FE, HD) 
ES) dah lll p> Ex(r®) ° 


Die Hilfssiitze 84 und 93 enthalten die wesentlichen arithmetischen Grund- 
lagen fiir den Beweis des Hauptsatzes. 
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16. Zwei Specialfalle 


In diesem Paragraphen soll der Beweis des Hauptsatzes im Falle q = r, 
S ¥ T auf den Fall S = FT zuriickgefiihrt und im Falle g = 1 erledigt werden. 

Es sei (27)? | «x. Nach den Hilfssitzen 52 und 62 gelten die beiden Glei- 
chungen 


(93) A(G, ET) = 2 B(S, B’ TB) 
(94) A,(S, T) = > Né-! BBS, BV’ TB-), 


wo 8 alle Strahlreprisentanten mit der Rechtseinheit Ey und ganzem $’"'TY- 
durchliuft. Im Falle qg = rist nun B(S, B’"TB-) = E(S) oder 0, je nachdem 
S ~ $Y’"TY— ist oder nicht. Ferner ist B,(S, B’"TB-) dann und nur dann 
fiir jedes x von 0 verschieden, und zwar gleich E,(S), wenn S und B’"T¥" 
fiir jeden Modul dquivalent sind; da S und & beide total-positiv sind, so ist 
dann S v S’"TB— und &(B) = ro. Geschieht dies genau a-mal, so ist also 


(95) AG, FE) = aNriNo ALG, S), 


falls x durch ein gewisses Ideal teilbar ist. Bedeuten ©, --- , ©, die Classen- 
reprisentanten des Geschlechtes von G, so ist andererseits 
A(Gi, E) A(G,, ZT) _ 

He) + + EG) ~ ° 
Nach Hilfssatz 72 gilt ferner die Gleichung 
(97) A,(S, T) = NotNr4A,(G, S). 

In Verbindung mit Hilfssatz 69 folgt aus (95), (96), (97), dass der Hauptsatz 
im Falle g = r richtig ist, wenn er fiir den speciellen Fall S = TF gilt. 

Nun seig = 1,@ =. Durch eine einfache Betrachtung folgt dann g = 1, 
E(S) = 2. Nach Hilfssatz 72 ist A,(S,S) = No. Ferner zeigt eine leichte 
Rechnung bei Benutzung von Hilfssatz 41, dass die p-adische Dichte d,(S, &) 
den Wert Np* besitzt, falls das Primideal p in o genau zur kt Potenz aufgeht 
und zu 2 teilerfremd ist. Geht aber p in 2 genau zur Ie" Potenz auf, so ist 
d,(S, S) = Np*+.  Folglich ist 
(98) II 4,(S, S) = N(2c) = 2* No. 


(96) 


Da nun die linke Seite der Formel (65) des Hauptsatzes im vorliegenden Fall den 
Wert 2No erhalt und die dort mit f bezeichnete Grosse fiir g = r = 1 den Wert 
2'~ hat, so ist jetzt vermége (98) der Hauptsatz fiir ¢g = 1 bewiesen. 


17. Volistandige Induction 
In diesem Paragraphen seig > r. Man setze g — r = s und nehme an, der 
Hauptsatz sei richtig fiir s statt qund G6 =. Zur Abkiirzung sei 


B(Gi, Z) BG, &) 


me) + * a 
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Nach Hilfssatz 84 ist dann 


wo M() das Mass bedeutet und § die Reprasentanten der einzelnen zu S und 
adjungierten Geschlechter durchlauft. Nach Hilfssatz 76 ist + ganz und 
§) = or; ferner hat § den Rang s. Daher lisst sich auf § der Specialfall 
& = T des Hauptsatzes anwenden, nimlich Satz II mit © statt S. Man 
setze noch 


v 
~ 
6 


fi = 2, hR=2 (k>1) 
Cs = Ces = Il qrith r*(3 l). 
l=1 
Fiir jede total-positive Zahl ¢ ist M(t) = M(H) und nach Hilfssatz 72 zugleich 
Ag(t, tS) = Nt A,(G, §) 
A,(H, ) = Cs d-t@-)) N(ro7)t e+), 


Mit Riicksicht auf Hilfssatz 69 ergibt also Satz II fiir das Mass M() den 
Ausdruck 


9p x) Nxt 
Eee) 


dabei bedeutet p(x) die Anzahl der verschiedenen Primteiler des Ideals x, und 
dieses selbst durchlauft eine Folge von der in Hilfssatz 69 festgelegten Art, also 
etwa die Folge 1!,2!,3!, ---. Aus (99), (100) und Hilfssatz 93 folgt nun aber 


gp «) Ay bate—D BAS, t) 
E(S) 


(100) : M() a 7 qis(s-D Nott? Ntetye—p lim 


(101) b(S, TX) = fetes d*— Not» NAC lim 





Nach Hilfssatz 69 existiert 


gp(«) Nee) 
ES) 


und hat einen von 0 verschiedenen Wert. Dieser wire f,A,(S, S)M(S), falls 
Satz IT auch fiir S richtig ist. Deswegen setze man 


lim 





(x) 3q(q—1) 
(102) tien 2 oe 
im EAS) 


mit dem noch unbekannten Factor g(S), der auf grund der Bedeutung der 


ibrigen Cincom iii (102) nur vom Geschlechte von & abhingen kann. Nach 
Hilfssatz 72 ist nun 


A aS, TZ) = Cor garrt0—tar Ng NOY, 











274 CARL LUDWIG SIEGEL 


Dies liefert in Verbindung mit (100) aus (101) die Gleichung 
BAS, T) 


Nai rt+b * 


b(S t) f q&q ~ . 
_— = S)A,(S, E) lim 
M(S) Fa Ce hes g( ) ( b ) 
Man ersetze schliesslich T durch B’'T¥ und summiere tiber die in (93) und 
(94) auftretenden %. Beriicksichtigt man noch, dass cy = ¢,Cg, ist und der 
Quotient f,:f, gleich 1 oder } ist, je nachdem s > 1 oder s = 1 ist, so ergibt sich 


A(G,, T) A(G,,X) , Aw(S, Z) A.(S, T) 








HG) + + EG) * EG + Tt HS) 


(103) 
AG, I) 


rr W(S)f lim Nuvi) 


mit f = lfirg >r+1lundf = }firg=r+1. Diese Gleichung geht in die 
Behauptung von Satz I fiir g > r tiber, wenn noch bewiesen ist, dass der Factor 
g(S) den Wert 1 hat, und aus letzterem wiirde wegen (102) zugleich die Rich- 
tigkeit des Hauptsatzes fiir den Fall g = rund © = Tf folgen. 

Mit Riicksicht auf das Ergebnis des vorigen Paragraphen bleibt also nur 
noch zu zeigen, dass fiir alle g > 1 die Grésse g(S) = 1 ist. Dies ist am ein- 
fachsten fiir gq > 4, auch noch leicht fiir gq = 4, mithsamer fiir g = 2 und am 
umstindlichsten fiir q = 3. Hieraus erklart sich die Anordnung der drei 
nichsten Paragraphen, in denen die Fille g > 4, gq = 4 oder 2, g = 3 nach- 
einander behandelt werden. In der logischen Schlusskette sind natiirlich diese 
Falle wegen der friiher verwendeten Induction nach wachsenden Werten von 
q zu ordnen. 


18. Der Fall g > 4 
Es sei Ep durch S darstellbar, 6(&) = 7, 6(S) = ¢, 8750 | x. Der Rang r von 
TZ, sei kleiner als der Rang qg von S. Man setze 


II dS, TX) = PD. 


Ist T = T) (mod x) und Gy = Gz,, so ergeben sich aus den Hilfssiitzen 58 und 
60 in Verbindung mit (53) die Gleichungen 


(104) AS, E) = pN«* hr 
I] d,(S, t) = ?- 


Setzt man noch 


(105) II 4,(S, =) = cS, BD), 


(p,«x)= 
so gilt 
(106) II 4,(S, £) = pe(S, &). 


Es bedeute Z eine Umgebung von TS, und T eine natiirliche Zahl, die nachher bei 
festgehaltenem Z unendlich werden soll. Man lasse = die Matrizen mit T = % 
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(mod x) und G; = Gz, durchlaufen, fiir welche T-'T in Z liegt. Indem man 
Hilfssatz 73 fiir alle A,(S, T) incongruenten reducierten Lésungen von €’SC€ = 
T (mod x) verwendet, erhalt man 


Nxt rert) lim pdr (rt) > A, f) = lim Ter (r+) ps ACS, z), 
z 


t-7e x A,(S, T) T—0 
und nach (103), (104), (106) ergibt sich hieraus 
(107) g(S)f lim TOF > c(S, X) = lim TH 1, 
| iad T0 <= 


mitf = 1 firg > r+ 1lundf = 3 firg=r-+41. Specialisiert man (107) auf 
den Fall r = 1 und einreihige T, so erhalt man 


Hurssatz 94: Es sei Z ein Gebiet im h-dimensionalen Raum, das nur Punkte 
mit lauter positiven Coordinaten enthdlt. Es bedeute ty eine durch © darstellbare 
total-positive Zahl und x ein durch Sct) teilbares Ideal. Fiir natiirliches T 
durchlaufe t alle mit tp modulo x congruenten Zahlen, fiir welche der Punkt, dessen 
Coordinaten die Conjugierten von Tt sind, zu Z gehért. Dann ist 
(108) g(S)f lim T >> c(G, t) = lim T* 5 1. 

T-0 t T2 t ‘ 

Nunmehr lisst sich der Fall g > 4 miihelos erledigen. Aus Hilfssatz 57 

erhalt man leicht die Abschatzung 


1 — Ng? < d,(G, t) <1 + No" 


fiir alle zu 20 teilerfremden Primideale p. Aus der Convergenz von |] pl +Ne) 
folgt dann, dass das Product [], d,(S, t) gleichmassig in bezug auf die Menge 
aller ¢ convergiert. Es sei nun w eine beliebig kleine positive Zahl. Wenn 
man x so wihlt, dass es durch geniigend viele Primideale teilbar ist, so hegt nach 
(105) die Grosse c(G, ¢) fiir alle ¢ zwischen 1 — w und 1 + w. Aus (108) 
ergibt sich aber fiir w — 0, dass g(S) = 1 ist. 


19. Die Falle q = 4 und g = 2 


Hitrssatz 95: Zu jedem Ideal a gibt es eine Basis a, --- , a derart, dass 
alle h Conjugierten der sémtlichen Zahlen a, --- , a, absolut kleiner sind als 
mNa'!*, wo g, cine nur vom Kérper abhdngige Constante bedeutet. 

Brwets: Es sei d die Kérperdiscriminante. Wie Minkowski bewiesen hat, 
gibt es eine durch @ teilbare Zahl a ~ 0, bei der keine Conjugierte absolut 
genommen grésser als Na'/*Nd'/* ist. Setzt man a = af, so ist B ganz und 
NB S d}, also 8 einer endlichen nur vom K6rper abhangigen Idealmenge zuge- 
horig. Ist nun b, --- ,b, eine Basis von B-, so ergeben die Zahlen a, = ab; 
(k= 1,... | h) eine Basis von a mit der gewiinschten Eigenschaft. 

Es sei « ein ganzes Ideal. In der Gruppe G derjenigen algebraischen Ein- 
heiten des Kérpers, die total-positiv und = 1 (mod y) sind, gibt es nach Dirichlet 
ene Basis von » = kh — 1 Fundamentaleinheiten ¢,---,¢,. Zwei total- 
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positive Zahlen a und b mégen associiert heissen, wenn ab eine Einheit aus G 


-ist. Zu jeder total-positiven Zahl a gibt es eindeutig h — 1 reelle Zahlen 


2, +++ , %-1 und eine positive Zahl x, so dass die h Gleichungen 


(109) ei) fly sang eeu) Xo = a1 (1 = l, eee yh) 


fiir die simtlichen Conjugierten von e, --- ,é,, a gelten. Dabei ist z* = Na. 
Die Zahl a heisst reduciert, wenn die h — 1 Ungleichungen 0 S 2, < 1 (k = 1, 

. ,v) gelten. Offenbar existiert in jedem System associierter total-positiver 
Zahlen genau eine reducierte. - 


Hiurssatz 96: Es sei (A, uw) = 1 und Q, R zwei reelle Zahlen mit0<Q<R< 
2Q. Die Anzahl der reducierten Kérperzahlen = 1 (mod yu), deren Norm zwischen 
Q und R liegt, sei H; ferner bedeute Hy die Anzahl derjenigen unter diesen Zahlen, 
die ausserdem noch durch ) teilbar sind. Dann gilt die Ungleichung 


(110) | Hy, — NdX"H | < ge + gs(QNA)-, 
wo gz und gs nur vom Kérper abhdngen. 
Bewets: Man setze \u = a und wahle fiir a eine Basis a, --- , a, mit den in 


Hilfssatz 95 genannten Eigenschaften. Ferner sei \ | a = 1 (mod yu). Jede 
durch \ teilbare Zahl = 1 (mod yu) hat dann die Form 


a= A + ay +--+ + AY 


mit ganzen rationalen y,, ---,y,. Es sei nun a total-positiv, reduciert und 
Qs NadR. Nach (109) gilt 
(111) 0< gs < am Ql < gs ji (J = 1,--- ,h) 
mit gewissen K6érperconstanten g,, gs. 

Im Falle 


QNa™ S (2hgi/gs)" 


ist die Behauptung (110) sicher richtig, da dann sogar beide Gréssen H, und 
N)\“H beschriinkt sind. Es sei also 


(112) QNa™ > (2hg;/gs)*. 


Deutet man die Zahlen ay) = aoa) + amy: + --- + aawy (l = 1,--+54) 
als Coordinaten eines Punktes im h-dimensionalen Raum, so erhiilt man eine 
liickenlose einfache Bedeckung dieses Raumes mit Parallelepipeden, indem man 
yi, --+,Y, alle Intervalle zwischen zwei consecutiven ganzen rationalen Zahlen 
durchlaufen lisst. Es bedeute V, das Volumen jedes dieser Parallelepipede. 
Man betrachte erstens diejenigen Parallelepipede, bei denen jeder Punkt redu- 
ciert ist und der Bedingung Q < Na S R geniigt; das von ihnen bedeckte 
Volumen sei W,. Zweitens betrachte man alle Parallelepipede, bei denen 
mindestens ein Punkt jenen Bedingungen geniigt; es sei W2 das zugehérige 
Gesamtvolumen. Dann ist offenbar 


(113) W, S AV, S We. 
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Fir irgend zwei Punkte eines Parallelepipeds sind die Coordinatendifferenzen 
Aaq simtlich absolut kleiner als hg,Na'". Efrfiillen die aq ausserdem die 
Bedingungen (111), so folgt in Verbindung mit (112), dass die Ausdriicke 
Aaq)/dq absolut kleiner als 3 sind. Man benutze nun den Mittelwertsatz der 
Differentialrechnung und die Formeln 
d d 
log 11 day + eee + log Cnt) AX» + = = da (l = Sees, h). 
Xo Qi) 
Dann erkennt man die Existenz einer positiven Zahl c mit beschrinktem 
c(QNa)¥*, so dass das Gebiet 


ce<xuS1-—c(k=1,---,»), Q(1 +c) S NaS R(l — cc) 
ganz von W, bedeckt wird und dass andererseits Wz von dem Gebiete 


—-cS£muS51+c(k=1,---,»), Ql —c) S NaS Ril +0) 


bedeckt wird. Folglich unterscheiden sich W; und W2 von dem durch 
O0Osx%S1(kK=1,---,v),Q@S5NadR 


definierten Volumen im dq --- @)-Raum nur durch Betrige von der Gré- 


ssenordnung Qc. Verwendet man (113) ein zweites Mal fiir 1 statt \ und sub- 
trahiert, so erhalt man 


| AV, ~ HV, | < 9s Q(QNa™)-Vh, 
und hieraus folgt (110) wegen V, = NAV; = dtNa. 


Jetzt kénnen die Fille g = 4 und g = 2 erledigt werden. In Hilfssatz 94 
sei Z das durch (109) definierte Gebiet mit 0 < x, < 1(k=1,---,v),Ni< 
) S$ 2Nt. In Hilfssatz 96 sei Q = T*, w = tj’. Ferner sei {s} der Kern 
von S, mit ganzem s und 8s | yp. 

Im Falle q = 4 ergibt Hilfssatz 57 die Beziehung 


20 I (-Qar) & Gm 


wo \ alle zu « teilerfremden Idealteiler von ¢ durchliuft. Summiert man 
iiber alle t = t (mod x), fiir welche T—¢ zu Z gehért, so wird 


eS, 4) = TI (1 - (2) Ne) > (2) mm, 


t (p,«)=1 (A, «)=1 





Wo uN alle zu x teilerfremden Ideale durchlauft. Man verwende nun Hilfssatz 
%6 mit R = 2Q und beachte, dass H, = 0 ist fiir NX > 27% sowie dass 


B.0-Qx),Z,Q)»=: 
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gilt. So erhalt man die Abschatzung 


1 
|IH-DXicG,)|<gH LY Mt*+q7T YD Nae 
t NA>2T* h 


NX\S27 
< g,T* log T (T = 2): 


und Hilfssatz 94 liefert g(S) = 1. 
Im Falle g = 2 setze man zur Abkirzung 


(114) ne (1 " (=) Np") ian th 
E (x)= mo. 


Nach Hilfssatz 57 wird 
(115) > cS, t) = b >> mit). 
t t 


Fiir t = tha = to (mod x) gilta = 1(mody). Bedeutet d einen Idealfactor vont 
mit (A, x) = 1, so ist auch a\~! = » ein solcher Factor, und umgekehrt. Ist 
ausserdem a total-positiv, so gilt auf grund des quadratischen Reciprocitits- 
gesetzes wegen a = 1 (mod 8s) die Beziehung (5°) = (=), In der Summe 
> 

(114) trenne man nun die \ mit NA < Nv vonden Amit NA = Nv. Es bedeute 
F, die Anzahl der durch ) teilbaren total-positiven reducierten a = 1 (mod u) 
mit T* < Na S 2T* und Na > N:, ferner G, die analog definierte Anzahl, wo 
nur die letzte Bedingung durch Na = N)? ersetzt ist. Dann wird 


(116) ~mi)= YY F+GQ) (+). 

t (A,«)=1 r 
wenn ) alle zu «x teilerfremden Ideale durchlauft. Fiir NX? > 2T* ist Fy + G = 0. 
Man benutze Hilfssatz 96 mit R = 2Q und im Falle T* < N)? S 27% ausserdem 
mit R = N)? und erhalt 


(117) | PF, + G — 2N\-H | < gg, ThON)OM-1 (Nx? < T"). 
Fir T’ < NX? S 27" ist (117) zu ersetzen durch 

2_ Mh 
(118) Fy, + G — 2NdX7H + Ix0 steht | < 9,T' Nw 


| tia a a a a 


WO gio nur von uw und dem Ko6rper abhiingt, aber nicht von A und T. Da 


ie » (5!) =1 
(A,«)=1 r 
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ist, so liefern (115), (116), (117), (118) die Abschatzung 


—S& 
—- DNA 
ef d ) 


A,«)=1 


2H wo LS, a| <9u 


(119) 


H + 91. rr-t bY NyG/=2 
NidPS2rh 








+ gis (5) (NA — Nd" T")| 





Then \?S527* 
(A,«)=1 


Hieraus folgt, nach Hilfssatz 94 wieder g(S) = 1, wenn man noch zeigen kann, 
dass die rechte Seite kleinere Gréssenordnung hat als J7*. Nun ist 


NAW < gy T?. 


N\2S2 7" 


Ausder Convergenz von )> (5! ) Nd" folgt ferner, dass die Summen 


(A, «)=1 
—S& —S§ 
— } Nr" (5!) Nv» 
; wel r ) , oo d 
(A, «)=1 (A, «)=1 


fiir T — «© den Grenzwert 0 haben, und durch partielle Summation ergibt sich 
das gleiche fiir den Ausdruck 

T- =) Nn. 
Pe * 2rh ( d 


(A, «)=1 


Die rechte Seite von (119) wird also tatsichlich schwiicher unendlich als 7°. 


20. Der Fall g = 3 


Aus der Definition (102) von g(S) folgt, dass fiir ganzes total-positives c 
stets g(S) = g(cS) ist. Hat GS den Rang q und den Kern{s}, so hat cS den 
Kern {c%s}, also fiir ungerades g den Kern {cs}. Indem man speciell c = s 
wihlt, erkennt man, dass man zur Bestimmung von g(G) im Falle q = 3 voraus- 
setzen darf, dass S den Kern {I} besitzt. Aus Hilfssatz 66 ergibt sich die 
Existenz eines total-positiven t , das sowohl durch © als auch durch €® darstell- 
barist. Nach Hilfssatz 57 hiangt die Grosse d,(S, t), wenn p nicht in 2¢ aufgeht, 
bei veriinderlichem © von festem Range und festem ¢ nur von dem Werte des 


Restsymbols (=) ab. Da nun © und € nach Voraussetzung denselben Kern 


p 

haben, so gilt nach (105) auch c(G, t) = c(G, t) und Hilfssatz 94 ergibt g(S) = 
(@). Man hat also nur noch zu zeigen, dass fiir die dreireihige Einheitsmatrix 
die Gleichung g(€) = 1 gilt. Fur den Korper der rationalen Zahlen geschah 
dies im ersten Teile dieser Abhandlung auf sehr einfache Weise; man braucht 
in (103) speciell nur G = €, X= = 1 zusetzen und zu beriicksichtigen, dass im 
Geschlechte von €® nur eine Classe liegt, dass fiir ungerades p die Gréssen 
d,(€, 1) durch Hilfssatz 57 bestimmt sind und dass man d2(@, 1) = $ durch 
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directe Rechnung finden kann. Fiir einen beliebigen K6rper versagt dieser 
bequeme Beweis. Er lasst sich zwar ersetzen durch einen im Princip verwand- 
ten, welcher an stelle der definiten quadratischen Form x + y? + 2* die indefinite 
zy — 2 benutzt; doch lisst sich diese Idee hier nicht verwenden, da nur der 
total-positive Fall ausfiihrlich behandelt werden soll. Ein anderer Beweis fir 
g(€) = 1 lasst sich unter Benutzung der Theorie der Modulfunctionen fiihren. 
Der im Folgenden dargestellte Beweis verwendet statt dessen gewisse Hilfsmittel 
aus der Reductionstheorie der total-positiven binéren quadratischen Formen. 


bh ts 
volles System modulo « incongruenter und nicht-dquivalenter ganzer symmetrischer 
zweirethiger Matrizen mit der Determinante 


(120) tits; — t? = t (mod x), 


“ft 
Hiurssatz 97: Es sei t ganz, t? | x, (x, 2) = 1. Durchléuft So = * ‘) ein 


so gilt 


2°) Nx _ ; _)-, Ad(G, t) 
& Be) =F Il oer 

Bewets: Nach den Hilfssitzen 56, 58, 60 sind die beiden ternaéren Formen 

2? + y? + 2 und zy — 2 modulo x aquivalent, da ihre Determinanten die Werte 

1 und + haben. Die Anzahl der Lésungen von (120) ist also genau A,(G, 2). 


a3 
mit | 2% |? = 1 (mod «t"). Indem man Hilfssatz 56 auf d.e quaternire Form 
xy — zw anwendet, erkennt man leicht, dass die Anzahi der %{ den Wert 
a = NtN*«2° |], \.(1 — Np-*) besitzt. Bei variablem % ergibt nun der 
Ausdruck - U’@o% siimtliche mit Go modulo x fdquivalenten incongruenten 
Matrizen, deren Determinante = ¢ (mod x) ist, und zwar jede genau E,()-mal. 
Folglich ist 


a @ 
Man bilde andererseits alle modulo x incongruenten ganzen 2 = : ) 


1 
A,(G, t) = a ), ——~ 
C)-02 Fe, 
und damit die Behauptung bewiesen. 
Man setze zur Abkiirzung 
(121) | — JT G-Npyt=2 
(p, 2)=1 
(122) II 4,(€®, t) = e(2). 
(p, 2)=1 


Hitrssatz 98: Es sei t total-positiv, kein Idealquadrat und = 1 (mod 8). 


8 8 ; 
Durchléuft S = bs ‘) ein volles Représentantensystem der Geschlechter mit 


2 «83 


8183 — 83 = t und S = € (mod 8), 80 ist 
LMS) = W414 dh NA EGE) acl). 
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Diese Formel bleibt auch fiir den Fall richtig, dass das Hauptideal t ein Ideal- 
quadrat ist, wenn dann rechts der Factor 2 hinzugefiigt wird. 


Bm & 
Bewets: Wie in Hilfssatz 97 nehme man fiir Gp = (; *) ein volles System 
3 


modulo x incongruenter nicht-aquivalenter Matrizen mit tt; — t] = ¢ (mod x). 
Dabei sei # | x, (x, 2) = 1. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann man 
noch voraussetzen, dass S@) = € (mod 8) und (4, x) = (h, te, ts, x) =X ist. 
dh u 
Ferner kann ¢, als total-positive Zahl gewaihlt werden. Hat ©, = ( : *) 
Ug Us 
dieselben Eigenschaften wie &o und ist So ~ ©; (mod x), so ist die Congruenz 
ha? + 2tay + ty? = wu (mod 8x) lésbar, also auch (42 + ty)? + ty? = ust 
(mod 8x), und wt; ist quadratischer Rest modulo ¢t. Nach dem Reciprocitiits- 
t —t 
gesetz folgt dann die Gleichung (= =i ) = (54 i : 
hingt also nur von der Classe von @o modulo x ab. 


Zuniachst sei (= me “)= +1. Nach dem Heckeschen Satz von den Primidealen 
1 


der Wert dieses Restsymbols 


in der arithmetischen Progression gibt es eine total positive Zahl s; = t; (mod 8x), 
fiir welche s,A~! ein Primideal ist. Nach dem quadratischen Reciprocitits- 
gesetz ist dann auch (; 54) = 1, also —¢ quadratischer Rest modulo s,\—. 
Man wahle ein s. mit s; = —t (mod s,\~), so = t& (mod 8x). Definiert man 
dann s; durch s:s; — 83 = t, so ist ss = ¢; (mod 8A). Fir S = (* g ilt 
dann © = € (mod 8) und wegen # | « nach Hilfssatz 58 auch © ~ & (mod x). 
Ist umgekehrt SG = & : = € (mod 8), s; total-positiv, sis; — s} = t, 
(si, «) = (81, 8, 83, x) = A, so ist —¢ quadratischer Rest modulo s;, also erst 
recht (= = +1. Nach dem im ersten Absatz Bemerkten gibt es folglich 
in der Classe von @) modulo « kein total-positives © = € (mod 8) mit der 


Determinante ¢, wenn der Charakter é& ma) = —list. Dieser Fall kann nicht 
eintreten, wenn ¢ das Quadrat eines Ideales ist. Ist aber das Hauptideal ¢ kein 
Idealquadrat, so gibt es ein total-positives c = 1 (mod 8) mit (=) = —l, 
oe 1. Es a ee be = 1 (mod 8x). Von den beiden Matrizen Go = 
( 2 = » ka ist dann genau eine modulo « dquivalent mit einem 
€& (mod 8) ist. Mit 


total-positiven ©, das die Determinante ¢ besitzt und 
Hilfe der Congruenz 


Co s)(e ed (0 3) = (oa) emo 
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folgt, dass sich genau die Hilfte der in Hilfssatz 97 auftretenden Classen der 
©G) modulo «x durch total-positive © = € (mod 8) mit der Determinante { 
realisieren lassen und dass E,(Go) = E,(@:) ist. Auf grund des im Falle q = 2 
bereits bewiesenen Satzes IT ist 


M(G) = 2%+7® q—* diN# E,*(E) II d,'(S, S). 
( 


Ps 2)=1 


Hieraus folgt nach Hilfssatz 97 in Verbindung mit dem Vorhergehenden 
LMG) = Wr@1 gh dG NOES (E) TT {C1 — No*)*4,(€, d}, 
= ( 


p, 2)=1 
wobei © alle Geschlechter mit |G | = ¢ und total-positivem © = € (mod 8) 
durchliuft. Dies ist die Behauptung. 


Es mégen fiir den Moment ©; und Ses eng-dquivalent heissen, wenn G, = 
U’S,U mit unimodularem Ul = € (mod 8) gilt. Unter einer engen Classe sei die 
Menge aller eng-aiquivalenten Matrizen verstanden. Da_ eng-iquivalente 
Matrizen modulo 8 congruent sind, so kann man von dem Rest einer engen 
Classe modulo 8 sprechen. 


Hitrssatz 99: Es sei © = € (mod 8). Die Anzahl der engen Classen, die 
= € (mod 8) sind und der Classe von S angehéren, ist 


(123) 2-P@—h+1 Fe(E) : E(S). 


BeweEts: Man betrachte alle mit © dquivalenten Matrizen U’SU, die = € 
(mod 8) sind. Zwei von diesen, etwa 11;SU, und U;SUe, sind dann und nur 
dann eng-iquivalent, wenn ll, = Bll, (mod 8) ist, wo B eine Einheit von © 
bedeutet. Folglich ist die gesuchte Anzahl gleich dem Quotienten aus der 
Anzahl a der Restclassen, in welche die unimodularen Matrizen U nach dem 
Modul 8 zerfallen, und der Anzahl b der Restclassen der Einheiten % nach 
dem Modul 8. Man findet nun leicht, dass 


a = 2-72)—ht+ Be(G) 


ist. Zum Beweise von (123) hat man also nur noch zu zeigen, dass aus der 
Congruenz 8 = € (mod 8) die Gleichung 8 = € folgt. Da die Einheiten- 
gruppe endlich ist, so gilt @' = € mit einem natiirlichen 1 = 2*u, wo u ungerade 
und k = Oist. Ist B ¥ GE, so kann man B = E + 2" setzen, wo m > 1 ist 
und nicht alle Elemente der ganzen Matrix 8 durch 2 teilbar sind. Indem man 
diese Gleichung mit u potenziert und dann k-mal quadriert, erkennt man, dass 
B' — E nicht durch 2”+*+ teilbar ist, und dies ergibt einen Widerspruch gegen 
die Annahme % = € (mod 8), B # &. 


Es seien Xa), --- , Xa) irgend h positive symmetrische zweireihige Matrizen 
mit reellen Elementen. Man repriisentiere sie durch einen Punkt im 3h- 
dimensionalen Raum. Zwei solche Punkte mégen dquivalent heissen, wend die 
zugehérigen Matrizensysteme Xa), --- , ¥a) und Yay, --- , Ya in der Beziehung 
Yo = WyXolla (l = 1,---,A) zueinanderstehen, wo Ua, --- , Um die 
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Conjungierten einer unimodularen Matrix des Kérpers bedeuten. Es lisst 
sich ein von endlich vielen Ebenen durch den Nullpunkt begrenzter reducierter 
Bereich definieren, der aus jeder Menge dquivalenter Punkte einen enthalt, und 
gwar genau einen, wenn von Randpunkten abgesehen wird. 

Wie an anderer Stelle bewiesen wurde, gilt 


Hitrssatz 100: Das Volumen des durch | Xa) --- Xa) | S Q definierten Teiles 
des reducierten Bereiches hat den Wert 


1Qr-* dt RIT (1 — Np) Q'; 
p 
dabei bedeutet R den Regulator des K6rpers. 


Unter der engen unimodularen Gruppe sei die Gruppe der unimodularen 
ll = € (mod 8) verstanden. Der Index in bezug auf die volle unimodulare 
Gruppe ist die Anzahl der Restclassen der unimodularen Matrizen nach dem 
Modul 8. Diese wiederum ist das Product aus der Anzahl A der Restclassen 
mit | 11 | = 1 (mod 8) und dem Index J der Gruppe der algebraischen Einheiten 
= 1 (mod 8) in bezug auf die volle Gruppe der algebraischen Einheiten. Be- 
deutet Ro den Regulator der ersteren Gruppe, so ist J = Ry: R. Fiir zweireihige 
Matrizen gilt ferner 

A = 8% II (1 — Np). 
p|\2 
Aus AJ zum reducierten Bereich aquivalenten Bereichen lisst sich nun ein 
Fundamentalbereich in bezug auf die enge unimodulare Gruppe bilden. Es sei 


Fo der Teil dieses Bereiches mit | ¥q) --- Xa) | S Q und Vg sein Volumen. 
Benutzt man die Abkiirzung aus (121), so liefert Hilfssatz 100 die Formel 
(124) Vo = 5 2! a db Roze Q}. 


Nun sei C(t) die Anzahl der engen Classen mit total-positivem © = & (mod 8) 
und|@|=t. Aus den Hilfssitzen 98 und 99 folgt dann 


(125) Nt C(t) = 2%" x-* diz c(t), 


falls ¢ kein Idealquadrat ist. In dem ausgeschlossenen Falle hat man auf der 
rechten Seite von (125) noch den Factor 2 hinzuzufiigen; die Definition (122) 
von c(t) zeigt dann in Verbindung mit Hilfssatz 57, dass fiir die Idealquadrate t 
der Ausdruck Né-#C(t) héchstens die Gréssenordnung von log Nt hat. Es seien 
Oy +++ 5 Cha eine Basis der algebraischen Einheiten = 1 (mod 8). Dann lassen 
sich die Conjugierten von ¢ eindeutig in die Form 

t = ef? .-- ex™ Ni 
mit reellen x, --- , 2-1 setzen. Man summiere (125) iiber alle total-positiven 
'= 1 (mod 8) mit 0 S$ zx < 2(l = 1,---,h — 1) und Mt S T", wo T eine 
hattirliche Zahl bedeutet. Die Anzahl dieser ¢ ist fiir unendlich werdendes T 
asymptotisch gleich 2-*1d-4Ry)7. Aus Hilfssatz 94 ergibt sich also 
1128) g(€®) lim T-* YY NAC) = 24 a" ze Ro. 


T—0 t 
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Endlich ist aber 
(127) > Nt c(t) = DN | S44, 
t © 


wo iiber alle S = & (mod 8) aus Fg mit Q = T* zu summieren ist. Bedeutet 
dv das Volumenelement von Fe, so folgt aus der Definition des bestimmten 
Integrales die Gleichung 


(128) lim T* >> N| S[+ = 2" d4 / N|X|- do. 
T0 S Fi 
Nach (124) ist 
1 
2-* d-4 I N| x |-4 dv = 2'-1 7" Roze / dz = Qh-! yh Rozz, 
Fi 0 


und hieraus folgt in Verbindung mit (126), (127), (128) die gesuchte Gleichung 
g(E) = 1. 


Damit ist der Beweis des Hauptsatzes beendet. 


21. Der Hauptsatz im indefiniten Fall 


Im Vorhergehenden ist der Hauptsatz nur fiir total-positive Matrizen © in 
total-reellen K6rpern K bewiesen worden. In der Einleitung wurde er fiir 
den allgemeinen Fall ausgesprochen, in welchem iiber die Signatur von © und 
iiber die Realititsverhiltnisse von K keinerlei einschrinkende Annahmen 
gemacht werden. Will man den fiir total-positive S gefiihrten Beweis auf den 
allgemeinen Fall iibertragen, so bestehen keine grundsitzlichen Schwierigkeiten; 
man kann sich des im zweiten Teile dargelegten Gedankenganges bedienen. 
Hierzu sei noch folgendes bemerkt. Sind die Conjugierten Ka), --- , Ka, des 
K6rpers K reell und die Paare Kw ; Kan (1 = hi oo 3 ereely hy + he ; hy + Zhe = h) 
conjugiert complex, so betrachte man h, positive reelle symmetrische Matrizen 
Xa, +--+ » Xap und he Paare conjugiert complexer positiver Hermitescher 
Matrizen Xa = Xa ay (l= ki + 1, ---,hi + he). Bedeutet % eine Einheit 
von ©, so geht der Raum X der ¥q in sich tiber, wenn Xq) durch AwXa%w 
ersetzt wird, wobei %q), --- , %~@) die Conjugierten von Y% sind. Man kann nun 
eine Reductionstheorie von X gegeniiber der Gruppe der Einheiten & ent- 
wickeln, in analoger Weise, wie es im zweiten Teile fiir den indefiniten Fall im 
K6rper der rationalen Zahlen geschehen ist. Auf diese Art lasst sich dann ( 
zeigen, dass die in der Einleitung durch (3) und (4) definierten Grenzwerte 
existieren. Ferner kann man die Hilfssitze 73 und 84, von denen der Beweis des 
Hauptsatzes wesentlich abhingt, ebenfalls sinngemiiss iibertragen. Da die 
Ausfiihrung dieses Programmes keinen principiellen Schwierigkeiten begegnet, 
so mag hier die blosse Andeutung geniigen. Ein naheres Studium der unend- 
lichen Einheitengruppen im indefiniten Fall diirfte noch bedeutsame Zusam- 
menhiinge ans Licht bringen. 
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DritTeEs CAPITEL: ANWENDUNGEN 


22. Modulfunctionen 


Der im ersten Teil eingehend besprochene Zusammenhang zwischen dem 
Hauptsatze und der Theorie der Modulfunctionen besteht auch noch fiir jeden 
total-reellen Zahlkérper. Da die Rechnung ganz analog ist wie im Falle des 
Korpers der rationalen Zahlen, so kann das Folgende kurz gefasst werden. 

Es sei S total-positiv und vom Range qg. Zunichst werde der Fall | S | ¥ 0 
behandelt. Um den Hauptsatz fir r = 1 in eine analytische Identitaét zu 
verwandeln, bilde man die erzeugende Function der A(G, #), namlich die 
Classeninvariante 





{(S, x) = > grie em - 
c 


dabei durchliuft ¢ alle ganzen Spalten von g Elementen, ferner sind xq), --- , xa) 
complexe Variable mit positiven Imaginarteilen und o(c’Scx) bedeutet die Spur 
Yi Cy SwmtmXwm- Mit Hilfe der Classeninvarianten definiert man die 
Geschlechtsinvariante durch 














- f(Gi, x) f(S,,z), 1 1 
F(S, xz) = : tee : ae cc0 > pare, 

= Se) + + RE) HE) t+ HE 
wo &, --- , S, die Classen des Geschlechtes von © reprisentieren. Bezeichnet 
man den Ausdruck A(Gi, t) +... + A(t) : . +... 4+ wile mit 

E(©Sy) E(S,) E(Gi) E(S,) 
a(S, t), so ist also 
(129) F(G, z) = 14 2) aG, te™*™, 
t>0o 


wo ¢ alle total-positiven ganzen Zahlen durchlauft. Fiir g > 2 ist nach dem 
Hauptsatz 


(130) a(S, t) = A,(G, t) TJ d,(G, 2). 


Um dies zur Umformung der rechten Seite von (129) anwenden zu kénnen, 


bedarf es eines expliciten Ausdruckes fiir [] d,(G, t) als Function von t. Dieser 
p 


wird geliefert durch 


Hinrssarz 101: Es sei 6 das Grundideal des Kérpers. Fiir jede Zahl a werde 
die Gaussche Summe G(G, a) definiert durch 


GS, a) at .¥ grate. 


¢(mod a) 


wo das Ideal a durch (ad, 1) = a@ erklart ist. Durchléuft dann a ein volles 
System mod s-! incongruenter Zahlen, so gilt fiir q > 4 die Gleichung 


Il 4,(G, #) = p> G(S, a)Noa-%e27 #7, 
b a(mod 6-1) 
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Endlich ist aber 
(127) > Nt Cl) = 2 N|S/-+, 
t 

wo iiber alle G = € (mod 8) aus Fe mit Q = J" zu summieren ist. Bedeutet 
dv das Volumenelement von Fe, so folgt aus der Definition des bestimmten 
Integrales die Gleichung 
(128) lim T-* > N| S| = 2-*d4 | N |X| d. 

To S Fy 


Nach (124) ist 


1 
Q-9h q-i | N| xX | dv = 2'-! a" Roze / dz = 2'-! x Reze, 
Fi 0 


und hieraus folgt in Verbindung mit (126), (127), (128) die gesuchte Gleichung 
g(E) = 1. 


Damit ist der Beweis des Hauptsatzes beendet. 


21. Der Hauptsatz im indefiniten Fall 


Im Vorhergehenden ist der Hauptsatz nur fiir total-positive Matrizen © in 
total-reellen K6rpern K bewiesen worden. In der Einleitung wurde er fiir 
den allgemeinen Fall ausgesprochen, in welchem iiber die Signatur von © und 
iiber die Realititsverhiltnisse von K keinerlei einschrinkende Annahmen 
gemacht werden. Will man den fiir total-positive S gefiihrten Beweis auf den 
allgemeinen Fall tibertragen, so bestehen keine grundsitzlichen Schwierigkeiten; 
man kann sich des im zweiten Teile dargelegten Gedankenganges bedienen. 
Hierzu sei noch folgendes bemerkt. Sind die Conjugierten Ka), --- , Ka, des 
K6rpers K reell und die Paare Ka, Ka,4n (l= hit+1, «++ , hit hej hi + 2he=h) 
conjugiert complex, so betrachte man h; positive reelle symmetrische Matrizen 
Xay, +--+ Fay und he Paare conjugiert complexer positiver Hermitescher 
Matrizen Xq = Xan (l= i + 1,---,hy + he). Bedeutet % eine Einheit 
von ©, so geht der Raum X der X. in sich tiber, wenn X¥u) durch NyLaAo 
ersetzt wird, wobei Wa), --- , Ua) die Conjugierten von Y&{ sind. Man kann nun 
eine Reductionstheorie von X gegeniiber der Gruppe der Einheiten 2% ent- 
wickeln, in analoger Weise, wie es im zweiten Teile fiir den indefiniten Fall im 
K6rper der rationalen Zahlen geschehen ist. Auf diese Art lasst sich dann 
zeigen, dass die in der Einleitung durch (3) und (4) definierten Grenzwerte 
existieren. Ferner kann man die Hilfssitze 73 und 84, von denen der Beweis des 
Hauptsatzes wesentlich abhingt, ebenfalls sinngemiss itibertragen. Da die 
Ausfiihrung dieses Programmes keinen principiellen Schwierigkeiten begegnet, 
so mag hier die blosse Andeutung geniigen. Ein naheres Studium der unend- 
lichen Einheitengruppen im indefiniten Fall diirfte noch bedeutsame Zusan- 
menhiinge ans Licht bringen. 
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Dritres CAPITEL: ANWENDUNGEN 


22. Modulfunctionen 


Der im ersten Teil eingehend besprochene Zusammenhang zwischen dem 
Hauptsatze und der Theorie der Modulfunctionen besteht auch noch fiir jeden 
total-reellen Zahlkérper. Da die Rechnung ganz analog ist wie im Falle des 
Korpers der rationalen Zahlen, so kann das Folgende kurz gefasst werden. 

Es sei S total-positiv und vom Range g. Zunichst werde der Fall | S| ¥ 0 
behandelt. Um den Hauptsatz fiir r = 1 in eine analytische Identitaét zu 
verwandeln, bilde man die erzeugende Function der A(G, #), nimlich die 
Classeninvariante 


{(S, 2) ii griete ee 
c 


dabei durchlauft ¢ alle ganzen Spalten von g Elementen, ferner sind 2q), --- , 2) 
complexe Variable mit positiven Imaginarteilen und o(c’Scx) bedeutet die Spur 
h , | oon . . . . 
ini (i) SMt*mXm- Mit Hilfe der Classeninvarianten definiert man die 
Geschlechtsinvariante durch 











F6,2) = Lu) , ... at) , me oS 
EG) + RG) * HG) t+ + HG)? 
wo S, --- , G, die Classen des Geschlechtes von S repriisentieren. Bezeichnet 
A(Gi, t) A(G,, t) 1 

man den Ausdruck ——2— +... + I ads = Seer 

neneniy EG) EG) mG) * * Ee) ™ 
a(S, t), so ist also 
(129) F(S, zr) = 1+ >> AG, t)e™*”™, 

t>0 


wo ¢ alle total-positiven ganzen Zahlen durchlauft. Fiir q > 2 ist nach dem 
Hauptsatz 


(130) a(G, t) = A.(S, t) I] 4, o). 
p 
Um dies zur Umformung der rechten Seite von (129) anwenden zu kénnen, 


bedarf es eines expliciten Ausdruckes fiir I] 4,(G, #) als Function vont. Dieser 


wird geliefert durch 


— 101: Es set 6 das Grundideal des Kérpers. Fiir jede Zahl a werde 
ie Gaussche Summe G(G, a) definiert durch 


GG, a) = Fo dreareo, 


¢(mod a) 


Ps ~ Ideal a durch (a6, 1) = a™ erklért ist. Durchliuft dann a ein volles 
ystem mod 5~' incongruenter Zahlen, so gilt fiir q > 4 die Gleichung 


G(S, a)Na-%e?7 #7, 
1) 


II d,(S, t) = 


a(mod 6~ 
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Der Beweis verliuft entsprechend wie der von Hilfssatz 28 im ersten Teil, 
Ferner gilt 
Hitrssatz 102: Durchlduft t alle total-positiven ganzen Zahlen und uw alle 
Zahlen des Ideals 5~', so ist 
> Nelo e-o) = d-41*(4q) >> N(y + 2niu)-, 
i>o 
mit positiven ya), +--+ , Ya und N(y + 2miu) = I. (ya + 2riuy). 
Fiir den Beweis vergleiche man den von Hilfssatz 29 im ersten Teil. 
Verwendet man nun (130) und die Hilfssitze 101, 102, so geht (129) iiber in 
die Gleichung 


me N(x — 2a); 


(131) F(G,z2)=1+4+ d*N| Sl eS ae 
dabei durchlauft a alle Zahlen des K6rpers und es ist (a5, 1) = a. Um (131) 
in die einfachste Gestalt zu setzen, fiihre man statt der Gaussschen Summen 
G(G, a) die Ausdriicke H(G, a, b) ein, die folgendermassen definiert werden. 
Es seien a und b ganz und nicht beide 0; fiir b # 0 bedeute 6 den genauen Nenner 
von ab, also (ab, 1) = B'. Ist dann die Zahl o((a/b)c’Sc) gerade fiir alle 
¢ = n (mod £), so setze man 
H(G, a, b) = *#4¢N| S|-4(dNb)-*¢ - > eria((a/b)e’Se) « 
c(mod b ) 

dagegen sei H(G, a, b) = 0, wenn es ein c = n (mod £) mit ungeradem Werte 
von o((a/b)c’Sc) gibt. Fir b = 0 definiere man 


H(S, a, 0) = Na*s. 


Zwei Paare a, b und a, b;, bei denen weder a, b noch ay, b; beide 0 sind, mégen 
dquivalent heissen, wenn ab; = ba; ist. Auf Grund von (131) gilt dann 


Satz III: Durchléuft a, b ein volles System nicht-dquivalenter Paare, so ist 
(132) F(S, z) = > HG, a, b) N(bx + a)-* (q > 4). 


Bei geeigneter Ausfiihrung der Summation ist diese Formel auch noch in 
den Fallen g = 3 und q = 4 richtig, doch convergiert die Reihe dann nicht mehr 
absolut. 

Jetzt sei | S | nicht mehr notwendigerweise ~ 0 und r beliebig. Man wihleh 
complexe symmetrische r-reihige Matrizen ¥q), --- , ¥a), deren Imaginirteile 
positiv sind und definiere die Classeninvariante durch 

{(S, X) “- + gree, 
EeC=C 
wo iiber alle r-spaltigen ganzen Matrizen € mit €<€ = € summiert wird und 
a(@’SCX) die Summe der Spuren der einzelnen Matrizen Cy So Cay Xiy 
(l= 1, --- ,h) bedeutet. Die Geschlechtsinvariante wird dann 


f(Gi, ¥) f(S,,%), 1 1 


MG, ®) = HE) EG) EG) * + HG) 
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Durch Benutzung des Hauptsatzes lisst sich fiir F(S, X) eine zu (132) analoge 
Partialbruchzerlegung gewinnen. Das wichtigste Hilfsmittel bei dieser Um- 
formung bildet eine Verallgemeinerung von Hilfssatz 102, die entsprechend wie 
Hilfssatz 38 im ersten Teil bewiesen wird, naimlich 


Hurssatz 103: Es durchlaufe I alle total-positiven ganzen symmetrischen 
Matrizen mit r Rethen und & alle r-rethigen symmetrischen Matrizen, fiir welche 
die Coefficienten der quadratischen Form x’%x dem Ideal 6~' angehéren. Dann ist 


yar e 7D — 
z 
eee GQ) TMG(Q —1)) --- PAG — 7 + D)a YE ND + Bere |, 


falls die Realterle der symmetrischen Matrizen 9), --+ , Yay positiv sind. 


An stelle der in Satz III auftretenden Zahlenpaare a, b werden Matrizen- 
paare %, B betrachtet mit folgenden Eigenschaften: Es sollen & und 8 dem 
Korper angehéren und quadratisch r-reihig sein; es soll die Symmetriebedingung 
¥S’ = BY’ erfiillt sein; es soll die zusammengesetzte Matrix (YB) den Rang r 
haben. Soleche Matrizenpaare heissen symmetrisch. Zwei symmetrische Ma- 
trizenpaare A, Bund %,, Bi werden dquivalent genannt, wenn AB, = BA; ist. 
Das Matrizenpaar %, B heisse posiéiv, wenn die Determinante | x% + % | fiir 
hinreichend grosses natiirliches x total-positiv ist. 

An die Stelle der H(S, b, a) treten die Ausdriicke H(S, A, B) mit folgender 
Definition: Es sei &, B ein ganzes positives symmetrisches Matrizenpaar. 
Gibt es ein ganzes € mit ungeradem o(C’SCAB’), so setze man H(S, A, B) = 0. 
Gibt es kein solches ©, so verstehe man unter K(%, B) die Anzahl der modulo 1 
incongruenten Matrizen € mit ganzem ©% und Ee = G, welche in der Form 
¢ = GA" + GB mit ganzen G,, G. darstellbar sind, und bilde bei Sum- 
mation tiber diese © den Ausdruck 


(133) H(G, A, $B) as ehartri q-tar Ng KAY, %) My e77 ie (C'SEAB’) 
c 


Unter Benutzung desselben Gedankenganges wie im ersten Teil ergibt sich dann 


Satz IV: Durchléuft U, B ein volles System von nicht-iquivalenten ganzen 
positiven symmetrischen Matrizenpaaren, so ist 


(134) F(S,%) = )) HG, A,B) N | AX4+ Bis qq > +r 4 1). 


Weiss man nur, dass fiir F(S, ¥) eine Partialbruchzerlegung der Form (134) 
mit noch unbekannten Coefficienten H(G, %, B) besteht, so lisst sich mit Hilfe 
der Transformationstheorie der Thetafunctionen zeigen, dass H(S, %, B) den 
in (133) erklirten Wert besitzt. Da ferner aus (134) riickwirts auch wieder 
der Hauptsatz folgt, so ist dieser also gleichwertig mit der Aussage, dass F(S, %) 
eine Entwicklung in Partialbriiche von der in (134) auftretenden Gestalt besitzt. 

(Um die functionentheoretische Bedeutung von Satz IV zu verstehen, hat man 
die Theorie der zum K6rper gehérigen Modulfunctionen r-ten Grades zu ent- 
wickeln. Da wieder eine weitgehende Analogie mit dem im ersten Teil be- 














ee 
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handelten Fall besteht, so mégen hier nur einige kurze Andeutungen gemacht 
werden. Unter einer Modulsubstitution r-ten Grades in K versteht man die h 
simultanen Transformationen 


(135) Yo = (Ama + BVo)(CHoXm + Do) (l=1,---,h), 


wobei %, B, ©, D ganze Matrizen aus K sind, die den drei Bedingungen {%’ = 
BA’, CD’ = DC’, AD’ — BC’ = Egeniigen. Diese Substitutionen bilden die 
Modulgruppe r-ten Grades in K. Es existiert wieder ein Fundamentalbereich 
im Raume der ¥ mit positivem Imaginarteil, welcher von endlich vielen alge- 
braischen Flichen begrenzt wird. Eine Function von Xq), --- , Xa) heisst 
Modulfunction, wenn sie bei allen Substitutionen (135) ungedndert bleibt und im 
Fundamentalbereich meromorph ist; dabei wird Meromorphie im unendlich 
fernen Teile des Fundamentalbereiches entsprechend wie im friiher behandelten 
rationalen Falle definiert. Die Existenz nicht-constanter Modulfunctionen 
folgt durch Bildung von Quotienten aus Eisensteinschen Reihen des Typus (134). 
Die Modulfunctionen r-ten Grades in K bilden einen algebraischen Functionen- 
kérper von h$r(r + 1) unabhangigen Variabeln. Durch Satz IV wird dann eine 
Verbindung hergestellt zwischen den einfachsten Bausteinen jenes Functionen- 
kérpers, naimlich den Eisensteinschen Reihen, und den durch Thetareihen 
definierten Geschlechtsinvarianten. Es sei noch bemerkt, dass man Satz IV 
auch auf den Fall iibertragen kann, dass S nicht total-positiv ist, wenn nur der 
K6rper total-reell bleibt; man vergleiche hierzu die im zweiten Teile iiber 
Modulfunctionen gemachten Bemerkungen. Wird dagegen die Voraussetzung 
fallen gelassen, dass K total-reell ist, so scheint der Hauptsatz nicht mehr in 
eine einfache functionentheoretische Identitit iibersetzbar zu sein. Dem 
entspricht auch, dass die Definition der Modulfunctionen nur fiir den total- 
reellen Fall einen Sinn hat. 


23. Die Werte der Dedekindschen Zetafunction 


Aber da der Hauptsatz elementare arithmetische Functionen mit trans- 
cendent definierten Gréssen verkniipft, so kann er zur Summation gewisser un- 
endlicher Reihen benutzt werden. Es sei K total-reell, S total-positiv, {s} der 
Kern von ©, q = 21 gerade, r = 1 und T = (¢). Bedeutet p ein Primideal, das 
nicht in 2st aufgeht, so hat nach Hilfssatz 57 die Dichte d,(S, ¢) den Wert 
1— = Np~. Fir die Primfactoren p von 2st hat die Dichte jedenfalls 


p 
einen rationalen Wert, und zwar einen positiven, wenn ¢ durch © darstellbar ist. 


Nach Hilfssatz 72 ist ferner der Ausdruck A,(G, t)x-(dNo)' positiv rational. 
Auf grund des Hauptsatzes folgt nun, dass auch die Zahl 
2 1y 
n*(dNo)t Il (: a (—*) Np*) 
p p 
rational ist. Man setze noch 


L,(z) = 2 (2) we (x > 1), 
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wo v alle ganzen Ideale durchlauft. Bei total-positivem a sind dann die simtli- 
chen Zahlen (dN a)'n™L,(1) fir 1 = 2,4, 6, --- , rational, und gleichfalls sind die 
Jahlen (dNa)tx-“L_.(1) fiir 1 = 1, 3, 5,--- rational. In Verallgemeinerung 
eines bekannten Eulerschen Satzes gilt also speciell fiir die Dedekindsche 
Jetafunction ¢x(z) = L(x) = >>, Nv, dass der Wert ¢x(I) fiir gerades natiir- 
liches J sich von d‘x” nur durch einen rationalen Factor unterscheidet, und zwar 
lisst sich dieser Factor in bestimmter Weise durch Darstellungsanzahlen qua- 
dratischer Formen ausdriicken. Es gibt somit fiir jeden total-reellen K6érper 
eine Art Bernoullischer Zahlen mit elementaren arithmetischen Eigenschaften; 
nur treten an die Stelle der einfachen Recursionsformeln des rationalen Falles 
gewisse Classenzahlrelationen. 

Dass die Zahlen d-+z-"¢x(1) fiir 1 = 2, 4, 6, --- rational sind, ist bereits von 
Hecke bemerkt worden. Neu ist im Vorstehenden lediglich der Zusammenhang 
mit der Theorie der quadratischen Formen. Auch fiir ungerades / und einen 
beliebigen Kérper K, der also nicht total-reell zu sein braucht, ergibt der Haupt- 
satz eine arithmetische Deutung jener Zahlen, nimlich eine Beziehung mit den 
Volumina der Fundamentalbereiche, die den Einheitengruppen indefiniter 
Formen zugeordnet sind. 


24. Die quaternare Einheitsform 
Bezeichnet man wie in §22 den Ausdruck 
A(Gi, t) ., A(G,t). 1 1 
EG) + * BG) ‘He) + + HS) 


mit a(S, t) und wiahlt man fiir © speciell die Matrix €“ der quaterniren 
Einheitsform xj + 23 + x} + 2%, so ergibt der Hauptsatz die Beziehung 








(136) a(G, t) = r*d-Nt [J, d,(G, 2). 

Fiir (p, 2) = 1 liefert Hilfssatz 57, dass 

(137) d,(G, t) = (1 — No) [] Np 
ptt 


ist, wo p* alle in ¢ aufgehenden Potenzen von p durchliauft. Setzt man noch 
nh d-4 d,(G,t) _ 





= 6(f), 
§x(2) oi2 1 — Np ” 
so erhalt man aus (136) und (137) die Formel 
(138) a(G, t) = b(t) >) No, 
b\¢ 


falls t zu 2 teilerfremd ist. Dabei hangt b(t) nur von dem Rest von ¢t modulo 8 
ab, und 6 durchlauft alle Idealteiler von t. 

Liegt nun im Geschlechte von G nur eine Classe, so ist a(G, t) = A(G, 2), 
und (138) ergibt fiir die Anzahl der Darstellungen von ¢ als Summe von vier 
Quadraten eine Aussage, die dem bekannten Jacobischen Satz fiir den rationalen 
Fall ganz analog ist. Es soll jetzt gezeigt werden, dass nur fiir endlich viele 








* 
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total-reelle Kérper die Classenzahl des Geschlechtes von €® den Wert 1 besitzt. 
Zu diesem Zwecke verwende man (136) speciell fiir ¢ = 1. Fir die zu 2 teiler. 
fremden Primideale p ergibt (137) die Ungleichung 

(139) d,(G, 1) <1. 


Nun sei p ein Primteiler von 2, und p° die héchste in 2 aufgehende Potenz von p, 
Indem man die Anzahl] der Lésungen der Congruenz 


x} + x3 + x3 + ri = 1 (mod p**) 
mit Hilfe der Gaussschen Summen ausdriickt, erhalt man die Abschiatzung 
d, (€,1) < Npltel + Nop? ttel-1 
und hieraus 


(140) II 4,(G 1) < 2". 


p|2 
Unter Benutzung von (139) und (140) geht (136) tiber in 
a(G, 1) < 2'a%d-4, 


Andererseits ist die Anzahl der Lésungen von 2} + 23 + 23 + 27 = 1 in ganzen 
K6rperzahlen genau 8. Enthalt nun das Geschlecht von € nur eine einzige 
Classe, nimlich die von &, so folgt 
(141) 8 < Qeg%hd-4, 
Nach Minkowski gilt aber fiir die Discriminante total-reeller K6rper die Un- 
gleichung 

es 
(142) > -. 


Aus (141) und (142) erhalt man mit Hilfe der Stirlingschen Formel 


3 \h h\i 
1 so THN" Ok(uUA) 
(143) (3) < (2) ; 


Gliicklicherweise ist e? > 22%, und folglich ergibt sich aus (143) eine obere 
Schranke fiir den Kérpergrad h. Durch numerische Rechnung findet man 


h = 590, 
und (141) liefert schliesslich die Abschatzung 
(144) 8d? < (21?)5%, 


Da es nun nach Hermite und Minkowski zu fester Discriminante d nur endlich 
viele Kérper gibt, so existieren zufolge (144) nur endlich viele total-reelle Korper, 
in denen das Geschlecht von €® die Classenzahl 1 besitzt. Bisher kennt man 
nur 3 derartige Kérper, nimlich den Korper der rationalen Zahlen R und die 
beiden quadratischen Kérper R(+/2) und R(+/5). 





i a?) - a ne ae ee 








zen 
zige 


Un- 


bere 


dlich 
rper, 
man 
d die 


{BER DIE ANALYTISCHE THEORIE DER QUADRATISCHEN FORMEN Ill 291 


Fir den Kérper R(+/5) hat bereits Gétzky die Anzahl der Zerlegungen 
einer total-positiven Zahl in 4 ganze Quadratzahlen bestimmt, indem er Satz III 
fiir den speciellen Fall S = €® in R(+/5) mit Hilfe der Theorie der Modul- 
functionen zweier Variabeln auf directem Wege bewies. Dieser Specialfall von 
Satz III lasst sich folgendermassen formulieren: Es seien xq) und —z@) zwei 
complexe Verinderliche mit positiven Imaginirteilen. Durchliuft dann I alle 
ganzen Zahlen aus R(+/5) und a, b ein volles System nicht-dquivalenter Paare 
mit ganzem } ab und (a, b) = 1, so gilt 


(x Haag 3 a } N(ax re b), 
l a,b 


wenn die Summation rechts nach wachsenden Werten von N (ab)? ausgefiihrt 
wird. 

Die Berechnung expliciter Beispiele zu Satz IV ist recht miihsam. Es sei 
zum Schluss noch ein Beispiel angefiihrt, das sich auf-die quadratische Ein- 
heitsform von 8 Variabeln im Ko6rper der rationalen Zahlen und den Fall r = 2 


x 
bezieht. Die symmetrische Matrix ¥ = (? ") habe positiven Imaginirteil. 


Da im rationalen Zahlkérper das Geschlecht von €® nur eine Classe enthilt, 
so wird 
F(€®, ¥) = ( Z. eae i 
a,b,c 
wo a, b, c alle ganzen rationalen Zahlen durchlaufen; es ist also F(€, X¥) die 
achte Potenz des Nullwertes der Riemannschen Thetafunction zweier Variabeln. 
Die in Satz IV auftretenden Coefficienten H(S, %, B) lassen sich fiir den Fall 
S = €® ohne grosse Anstrengung berechnen. Als Resultat findet man: 
Durchlaufen %{, 8 simtliche nicht-dquivalenten symmetrischen Paare zweirei- 
higer Matrizen mit primitivem (AB) und AB’ = MN (mod 2), so ist 
( = ipa —_ > | WX + 8 |. 
xB 


a,b,c 


Das Bergwerk der Analysis scheint also doch noch nicht vollstindig erschépft 
Zu sein. 


Frankfurt a/ Main. (GERMANY) 








